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✢✉✐❞♦ ❡ B✉❡❧❧♦ ✐❞❡❛❧❡ ✈❛❧✐❞♦ ♣❡" ♣❧❛(♠✐ ♣❡"❢❡''❛♠❡♥'❡ ❝♦♥❞✉''✐✈✐✳ ❙♦✲
♥♦ ❞❡(❝"✐''✐ ❧✬❡B✉✐❧✐❜"✐♦ ❡ ❧❡ ✐♥('❛❜✐❧✐'G ▼❍❉ ❞✐ ✉♥ ♣❧❛(♠❛ '♦"♦✐❞❛❧❡✱
❞✐('✐♥❣✉❡♥❞♦ ❧❡ ♣❡"'✉"❜❛③✐♦♥✐ ❞✐ '✐♣♦ ❝✉""❡♥'✲❞"✐✈❡♥ ❡ B✉❡❧❧❡ ❞✐ '✐♣♦
♣"❡((✉"❡✲❞"✐✈❡♥✳ ❙✐ ❝❛"❛''❡"✐③③❛♥♦ ✐ ♣❧❛(♠✐ ❘❋;✱ ❞❡(❝"✐✈❡♥❞♦♥❡ ✐ ♣❛"❛✲
♠❡'"✐ ♣"✐♥❝✐♣❛❧✐ ❡ ✐❧ "✉♦❧♦ ❞❡❧❧❡ ✐♥('❛❜✐❧✐'G ♥❡❧❧✬❡B✉✐❧✐❜"✐♦ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ■♥✜♥❡
✷
 ✐ ❞❡ ❝%✐✈♦♥♦ ✐❧ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❞❡❧❧❛ ❞✐♥❛♠♦ ❡ ❧❡ -%❛♥ ✐③✐♦♥✐ /✉❛ ✐ ❝✐❝❧✐❝❤❡ -%❛
 -❛-✐ ❞✐ ♠✉❧-✐♣❧❛ ❡❧✐❝✐-3 ❛  -❛-✐ ❞✐ /✉❛ ✐  ✐♥❣♦❧❛ ❡❧✐❝✐-3✳
• ■❧ -❡%③♦ ❝❛♣✐-♦❧♦ 7 ❞❡❞✐❝❛-♦ ❛❧❧❛ ❞❡ ❝%✐③✐♦♥❡ ❞❡❧ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❞❡❧❧❛ %✐❝♦♥✲
♥❡  ✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡-✐❝❛✳ ❙✐ ✐♥-%♦❞✉❝❡ ✐❧ ♣%♦❝❡  ♦ ❞✐ ❝♦♥✈❡% ✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❡♥❡%❣✐❛
♠❛❣♥❡-✐❝❛ ✐♥ ❡♥❡%❣✐❛ ❝✐♥❡-✐❝❛ ❡ -❡%♠✐❝❛ ❞❡❧❧❡ ♣❛%-✐❝❡❧❧❡ ❝❛%✐❝❤❡ ❞❡❧ ♣❧❛✲
 ♠❛✳ ❱❡♥❣♦♥♦ ❞❡ ❝%✐--✐ ✐ ♣✐< ✐♠♣♦%-❛♥-✐  ✐ -❡♠✐ ✜ ✐❝✐ ❝❤❡  ♦♥♦ ❞♦♠✐♥❛-✐
❞❛❧ ♣%♦❝❡  ♦ ❞✐ %✐❝♦♥♥❡  ✐♦♥❡✱ ❢❛❝❡♥❞♦ %✐❢❡%✐♠❡♥-♦ ❛✐ %❡❝❡♥-✐  -✉❞✐ %❡❧❛✲
-✐✈✐ ❛✐ ♣❧❛ ♠✐  ♦❧❛%✐✱ ❞❡❧❧❛ ♠❛❣♥❡-♦ ❢❡%❛ ❡ ❞✐ ❧❛❜♦%❛-♦%✐♦✳ ➮ ✐❧❧✉ -%❛-♦
✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ %✐❝♦♥♥❡  ✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡-✐❝❛ ❞✐ ❙✇❡❡-✲B❛%❦❡%✱ ♠♦ -%❛♥❞♦♥❡ ✐
✈❛♥-❛❣❣✐ ❡ ✐ ❧✐♠✐-✐ ❡ ❝♦♥❢%♦♥-❛♥❞♦ ❧❡ ♣%❡✈✐ ✐♦♥✐ -❡♦%✐❝❤❡ ❢♦%♥✐-❡ ❞❛ /✉❡ -❛
-❡♦%✐❛ ❝♦♥ ✐ ❞❛-✐  ♣❡%✐♠❡♥-❛❧✐✳ ■♥✜♥❡  ♦♥♦ ♣%❡ ❡♥-❛-❡ ❛❧❝✉♥❡ -%❛ ❧❡ ♣✐<
%❡❝❡♥-✐ -❡♦%✐❡  ✉❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞❡❧❧❛ %✐❝♦♥♥❡  ✐♦♥❡ ✐❧❧✉ -%❛♥❞♦✱ ✐♥ ♣❛%-✐❝♦❧❛%
♠♦❞♦✱ ✐ %✐ ✉❧-❛-✐ ❞❡❧❧❛  ✐♠✉❧❛③✐♦♥❡ ♥✉♠❡%✐❝❛  ✈♦❧-❛ ❞❛ ❖♥♦❢%✐✱ ■ ❧✐❦❡% ❡
❱❧❛❤♦ %❡❧❛-✐✈❛ ❛❧❧❛ ❢%❛♠♠❡♥-❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❝✉%%❡♥-✲ ❤❡❡- ✳
• ■❧ ❝❛♣✐-♦❧♦ /✉❛%-♦ 7 %✐✈♦❧-♦ ❛❧❧❛ ❞❡ ❝%✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❞✐❛❣♥♦ -✐❝❤❡ ✉ ❛-❡ ❡
❞❡✐ ♠❡-♦❞✐ ❞✐ ✐♥❞❛❣✐♥❡  ♣❡%✐♠❡♥-❛❧❡✳ ❙♦♥♦ ✐❧❧✉ -%❛-❡ ❧❡  ♦♥❞❡ ❞❡❧  ✐ -❡✲
♠❛ ❞✐ ❛❝/✉✐ ✐③✐♦♥❡ ■❙■❙ ♣❡% ❧❛ ♠✐ ✉%❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡-✐❝♦ ❛ ❜♦%❞♦
♣❧❛ ♠❛ ❡ ❧♦  ♣❡--%♦♠❡-%♦ ❝♦♠♣❛--♦ ♣❡% ❧❛ ♠✐ ✉%❛ ❞❡❧ ✢✉  ♦ ❞✐ ♥❡✉-%♦♥✐
❡ ❢♦-♦♥✐ ❡♠❡  ✐ ❞❛❧ ♣❧❛ ♠❛✳ ❙✐ ❞❡ ❝%✐✈❡ ❧✬❛♥❛❧✐ ✐ ❲❛✈❡❧❡- ❞❡✐  ❡❣♥❛❧✐✱
❞❡ ❝%✐✈❡♥❞♦♥❡ ❧❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡ ❧❡ ❞✐✛❡%❡♥③❡ ❝♦♥ ❧✬❛♥❛❧✐ ✐ ❞✐ ❋♦✉%✐❡%✳ ➮ ❞❡✲
 ❝%✐--♦ ✐♥✜♥❡ ✐❧ ♠❡-♦❞♦ ❞✐ %✐❝♦♥♦ ❝✐♠❡♥-♦ ❞❡❧❧❡  -%✉--✉%❡ ✐♥-❡%♠✐--❡♥-✐
❝❤❡ ❝❛%❛--❡%✐③③❛♥♦ ✐  ❡❣♥❛❧✐ ♠❛❣♥❡-✐❝✐ ❜❛ ❛-♦  ✉❧ ♠❡-♦❞♦ ❲❛✈❡❧❡-✳
• ◆❡❧ /✉✐♥-♦ ❝❛♣✐-♦❧♦  ♦♥♦ ❞❡ ❝%✐--✐ ✐ %✐ ✉❧-❛-✐ ❞❡❧ ❧❛✈♦%♦  ♣❡%✐♠❡♥-❛❧❡
 ✈♦❧-♦ ✐♥ ❧❛❜♦%❛-♦%✐♦✳ ❙♦♥♦ ❞❡ ❝%✐--❡ ♥❡❧ ❞❡--❛❣❧✐♦ ❧❡ ❛♥❛❧✐ ✐  ✈♦❧-❡ ❡
 ♦♥♦ ♣%❡ ❡♥-❛-✐ ✐ %✐ ✉❧-❛-✐ ♦--❡♥✉-✐✱ ❢♦%♥❡♥❞♦ ✉♥❛ ♣♦  ✐❜✐❧❡ ❞❡ ❝%✐③✐♦♥❡
✐♥ -❡%♠✐♥✐ ✜ ✐❝✐✳ ❯♥❛ ♣❛%-✐❝♦❧❛%❡ ❛--❡♥③✐♦♥❡ 7  -❛-❛ %✐✈♦❧-❛ ❛❧❧♦  -✉❞✐♦
❞❡❧❧✬❡✈♦❧✉③✐♦♥❡ ❞❡❣❧✐  -%❛-✐ ❞✐ ❝♦%%❡♥-❡ ❛  ♦❝✐❛-✐ ❛✐ ♣%♦❝❡  ✐ ❞✐ %✐❝♦♥♥❡ ✲
 ✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡-✐❝❛✱ ❝♦♥❢%♦♥-❛♥❞♦ ✐ %✐ ✉❧-❛-✐ ❝♦♥ /✉❡❧❧✐ ❞❡ ❝%✐--✐ ❛❧ ❝❛♣✐-♦❧♦
✸✳ ■♥✜♥❡  ♦♥♦ ♠♦ -%❛-✐ ✐ %✐ ✉❧-❛-✐ ❞❡❧❧❡ ♠✐ ✉%❡ ❞❡❧ ✢✉  ♦ ♥❡✉-%♦♥✐❝♦ ❡
❢♦-♦♥✐❝♦✱  ♦--♦❧✐♥❡❛♥❞♦ ❧❛ ❝♦♥♥❡  ✐♦♥❡ -%❛ ❣❧✐ ❡✛❡--✐ ♠❛❣♥❡-✐❝✐ ❡ ❝✐♥❡-✐❝✐
❞❡❧❧❛ %✐❝♦♥♥❡  ✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡-✐❝❛✳
✸
• ◆❡❧ #❡#$♦ ❡ ✉❧$✐♠♦ ❝❛♣✐$♦❧♦ #♦♥♦ $-❛$$❡ ❧❡ ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥✐ ❞❡❧ ❧❛✈♦-♦ #✈♦❧$♦✳
❙✐ ♣-❡#❡♥$❛♥♦ ✐ ✈❛♥$❛❣❣✐ ❡ ✐ ❧✐♠✐$✐ ❞❡❧❧✬❛♥❛❧✐#✐ #✈♦❧$❛ ❡ ❧❡ ♣♦##✐❜✐❧✐ ❛$$✐✈✐$5
❝❤❡ #❛-❡❜❜❡ ♥❡❝❡##❛-✐♦ #✈♦❧❣❡-❡ ♣❡- ♦$$❡♥❡-❡ ✉♥❛ ❛♥❝♦-❛ ♣✐7 ❝♦♠♣❧❡$❛
❛♥❛❧✐#✐ ✐♥ ❧❛❜♦-❛$♦-✐♦ ❞❡❧ ♣-♦❝❡##♦ ❞✐ -✐❝♦♥♥❡##✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡$✐❝❛✳
✹
❈❛♣✐$♦❧♦ ✶
▲❛ ❢✉+✐♦♥❡ $❡.♠♦♥✉❝❧❡❛.❡
✶✳✶ ■♥$%♦❞✉③✐♦♥❡
▲❛ "♦❝✐❡'( ✉♠❛♥❛ ❤❛ ❜✐"♦❣♥♦ ❞✐ ❡♥❡0❣✐❛ ♣❡0 ❢✉♥③✐♦♥❛0❡✱ ❝✐♦5 ♣❡0 ♣0♦❞✉00❡
❜❡♥✐ ❡ ❢♦0♥✐0❡ "❡0✈✐③✐ ♥❡❝❡""❛0✐ ❛ "♦"'❡♥❡0❡ 7✉❛❧✉♥7✉❡ ❛''✐✈✐'( ❝❤❡ ❝❛0❛''❡0✐③✲
③❛ ❧❛ ✈✐'❛ ❞❡❧❧✬✉♦♠♦✳ ▲❛ ♥❡❝❡""✐'( ❞✐ ♠✐❣❧✐♦0❛0❡ "❡♠♣0❡ ♣✐< ❧❛ 7✉❛❧✐'( ❞❡❧❧❛
✈✐'❛ 0✐❝❤✐❡❞❡ ✉♥ ❢❛❜❜✐"♦❣♥♦ ❞✐ ❡♥❡0❣✐❛ "❡♠♣0❡ ❝0❡"❝❡♥'❡✳ ◗✉❡"'❛ ❞♦♠❛♥❞❛ ❞✐
❡♥❡0❣✐❛ ❤❛ '✉''❛✈✐❛ ❝♦♠✐♥❝✐❛'♦ ❛❞ ❛❧'❡0❛0❡ ❣❧✐ ❡7✉✐❧✐❜0✐ ❞❡❧ ♥♦"'0♦ ♣✐❛♥❡'❛ ❡ ✐
"❡❣♥✐ ❞✐ '❛❧❡ ♠✉'❛♠❡♥'♦ "♦♥♦ ❣✐( '❛♥❣✐❜✐❧✐✱ ❝♦♠❡ ❧✬✐♥♥❛❧③❛♠❡♥'♦ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡❧❧❛
'❡♠♣❡0❛'✉0❛✱ ❧✬❡0♦"✐♦♥❡ ❞❡❧ "✉♦❧♦✱ ❧❛ ❝0❡"❝❡♥'❡ ❞❡"❡0'✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❡ ❧✬❛✉♠❡♥'♦
❞❡❧❧❡ ❡♠✐""✐♦♥✐ ❞❡✐ ❣❛" "❡00❛ ♥❡❧❧✬❛'♠♦"❢❡0❛✳ ❆❧❧♦ "'❛'♦ ❛''✉❛❧❡✱ ❧❛ 7✉❛"✐ '♦✲
'❛❧✐'( ❞❡❧❧❛ ♣0♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐ ❡♥❡0❣✐❛ "✐ 0✐❝❛✈❛ ❞❛✐ ❝♦♠❜✉"'✐❜✐❧✐ ❢♦""✐❧✐ ✭♣❡'0♦❧✐♦✱
❝❛0❜♦♥❡✱ ❣❛" ♥❛'✉0❛❧❡ ❡ ❞❡0✐✈❛'✐✮✱ ❧❛ ❝✉✐ ❝♦♠❜✉"'✐♦♥❡ ♣♦0'❛ ❛❧❧✬✐♠♠✐""✐♦♥❡ ♥❡❧✲
❧✬❛'♠♦"❢❡0❛ ❞✐ ❣❛" ♥♦❝✐✈✐✱ ✐♥ ♣❛0'✐❝♦❧❛0❡ ❧✬❛♥✐❞0✐❞❡ ❝❛0❜♦♥✐❝❛✱ ❝❤❡✱ 0✐❧❛"❝✐❛'✐ ✐♥
❣0❛♥❞✐ 7✉❛♥'✐'(✱ "♦♥♦ 0❡"♣♦♥"❛❜✐❧✐ ❞❡❧❧✬❡✛❡''♦ "❡00❛✳ ❘✐"✉❧'❛ ❝❤✐❛0♦✱ 7✉✐♥❞✐✱
❝❤❡ ❜✐"♦❣♥❛ ❛❞♦''❛0❡ ♥✉♦✈❡ "'0❛'❡❣✐❡ ♣❡0 "❛❧✈❛❣✉❛0❞❛0❡ ❧❛ ✏"❛❧✉'❡✑ ❞❡❧ ♥♦"'0♦
♣✐❛♥❡'❛✱ "❡♥③❛ 0✐♥✉♥❝✐❛0❡ ❛❧❧♦ "✈✐❧✉♣♣♦ "♦❝✐❛❧❡ ❡ '❡❝♥♦❧♦❣✐❝♦✳ ❙❛0❡❜❜❡ ♦♣♣♦0✲
'✉♥♦ ❞✉♥7✉❡ 0✐❝♦00❡0❡ ❛❞ ❛❧'0❡ ❢♦♥'✐ ❞✐ ❡♥❡0❣✐❛ ❞❡✜♥✐'❡ ✏♣✉❧✐'❡✑✱ ❛❧'❡0♥❛'✐✈❡
❛✐ ❝♦♠❜✉"'✐❜✐❧✐ ❢♦""✐❧✐✱ "✉♣♣♦0'❛'❡ ❞❛ ✉♥❛ ♣♦❧✐'✐❝❛ ❞✐ "❡♥"✐❜✐❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬✉"♦
❞❡❧❧❡ 0✐"♦0"❡ '❡00❡"'0✐✳ ❚❛❧❡ ♥❡❝❡""✐'( ❞✐ ❛✣❞❛0"✐ ❛ ❢♦♥'✐ ❛❧'❡0♥❛'✐✈❡ 5 ❧❡❣❛'❛
❛ ❞✐✈❡0"✐ ❢❛''♦0✐✿ ✐❧ ♣0✐♠♦✱ ❞✐ ❝❛0❛''❡0❡ ✏❛♠❜✐❡♥'❛❧❡✑✱ "♦''✐♥'❡♥❞❡ ❧❛ ♥❡❝❡""✐'(
❞✐ ❛❜❜❛♥❞♦♥❛0❡ ✐ ❝♦♠❜✉"'✐❜✐❧✐ ❛❞ ❛❧'❛ ♣❡0✐❝♦❧♦"✐'( ❛♠❜✐❡♥'❛❧❡✱ ✐❧ "❡❝♦♥❞♦✱ ❞✐
✺
❝❛"❛##❡"❡ ♣"❛#✐❝♦✱ ) ❧❡❣❛#♦ ❛❧ ❢❛##♦ ❝❤❡ ✐ ❝♦♠❜✉1#✐❜✐❧✐ ❢♦11✐❧✐ 1♦♥♦ ❧✐♠✐#❛#✐ ❡
3✉✐♥❞✐ ❞❡1#✐♥❛#✐ ❛❞ ❡1❛✉"✐"1✐ ♥❡❧ #❡♠♣♦✱ ✐♥✜♥❡ ❜✐1♦❣♥❛ ❝♦♥1✐❞❡"❛"❡ ✐❧ ❢❛##♦"❡
❡❝♦♥♦♠✐❝♦❬✶❪✳ ■♥❢❛##✐ ❜✐1♦❣♥❛ "✐❝♦"❞❛"❡ ❝❤❡ ❧♦ 1✈✐❧✉♣♣♦ ❞✐ ✉♥ ♣❛❡1❡ ) ❧❡❣❛#♦
❛❧❧❛ ❞✐1♣♦♥✐❜✐❧✐#< ❞✐ ❡♥❡"❣✐❛ ❛ ❜❛11♦ ❝♦1#♦ ❡ 3✉✐♥❞✐ ❜✐1♦❣♥❛ 1❡"✐❛♠❡♥#❡ ✐♥✈❡✲
1#✐"❡ ♥❡❧❧❛ "✐❝❡"❝❛ ♥❡❧ ❝❛♠♣♦ ❞❡❧❧❡ ❡♥❡"❣✐❡ ❛❧#❡"♥❛#✐✈❡✱ ✐♥ ♠♦❞♦ ❞❛ ♣♦#❡" ❢❛"
❢"♦♥#❡ ❛ ✉♥❛ ❢✉#✉"❛✱ ♠❛ ♥♦♥ ♠♦❧#♦ ❧♦♥#❛♥❛✱ 1❝❛"1✐#< ❞✐ ❝♦♠❜✉1#✐❜✐❧✐ ❢♦11✐❧✐✳
❯♥❛ ❢♦♥#❡ ❞✐ ❡♥❡"❣✐❛ ❝❤❡ ♣♦#"❡❜❜❡ ❢❛" ❢"♦♥#❡ ❛❧❧❡ ♣"♦❜❧❡♠❛#✐❝❤❡ ❡✈✐❞❡♥③✐❛#❡
♣"❡❝❡❞❡♥#❡♠❡♥#❡ ) ❧❛ ✜11✐♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛"❡✳ ❯♥❛ "❡❛③✐♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛"❡ ♣"♦❞✉❝❡ ✉♥❛
3✉❛♥#✐#< ❞✐ ❡♥❡"❣✐❛ ♣❡" ♣❛"#✐❝❡❧❧❛ ❝✐"❝❛ ✉♥ ♠✐❧✐♦♥❡ ❞✐ ✈♦❧#❡ ♠❛❣❣✐♦"❡ ❞✐ 3✉❡❧❧❛
❞❛#❛ ❞❛❧❧❡ "❡❛③✐♦♥✐ ❝❤✐♠✐❝❤❡ ❞✐ ❝♦♠❜✉1#✐♦♥❡ ♦"❞✐♥❛"✐❛✳ ◗✉✐♥❞✐ ❧❛ 3✉❛♥#✐#< ❞✐
❝♦♠❜✉1#✐❜✐❧❡ ♥❡❝❡11❛"✐❛ ) ♠♦❧#♦ ♣✐❝❝♦❧❛ ❝♦♥❢"♦♥#❛#❛ ❛ 3✉❡❧❧❛ ❞❡✐ ❝♦♠❜✉1#✐❜✐❧✐
❢♦11✐❧✐✱ ❛ ♣❛"✐#< ❞✐ ❡♥❡"❣✐❛ ♣"♦❞♦##❛✱ 1❡♥③❛ #"❛1❝✉"❛"❡ ✐❧ ❢❛##♦ ❝❤❡ ❣❧✐ ✐♠♣✐❛♥#✐
♥✉❝❧❡❛"✐ ♥♦♥ ♣"♦❞✉❝♦♥♦ ❣❛1 1❡""❛✳
▲❛ ✜11✐♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛"❡✱ #✉##❛✈✐❛✱ ♣"❡1❡♥#❛ ❛1♣❡##✐ ♣"♦❜❧❡♠❛#✐❝✐ ♥♦#❡✈♦❧✐✳
▲✬❡♥❡"❣✐❛ ♥✉❝❧❡❛"❡ ❞❛ ✜11✐♦♥❡ ) ❝♦♠✉♥❡♠❡♥#❡ ♣"♦❞♦##❛ ✐♥ "❡❛##♦"✐ ❝❤❡ ✉1❛♥♦
❡11❡♥③✐❛❧♠❡♥#❡ ❝♦♠❡ ❝♦♠❜✉1#✐❜✐❧❡ ❧✬✐1♦#♦♣♦
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❯ ❞❡❧❧✬✉"❛♥✐♦ ♣"❡1❡♥#❡ ♥❡❧❧✬✉✲
"❛♥✐♦ ♥❛#✉"❛❧❡ ✐♥ ❝♦♥❝❡♥#"❛③✐♦♥✐ ✐♥❢❡"✐♦"✐ ❛❧❧✬✶✪✳ ▲❡ "✐1❡"✈❡ ❞✐ ✉"❛♥✐♦ 1♦♥♦
♣❡"D ❧✐♠✐#❛#❡ ❡ 3✉✐♥❞✐ ❛♥❝❤❡ 3✉❡1#❛ #✐♣♦❧♦❣✐❛ ❞✐ ❛♣♣"♦✈✈✐❣✐♦♥❛♠❡♥#♦ ❡♥❡"❣❡✲
#✐❝♦ ) ❞❡1#✐♥❛#❛ ❛❞ ❡1❛✉"✐"1✐✳ ❚❛❧❡ ♣"♦❜❧❡♠❛#✐❝❛ 1✐ ♣♦#"❡❜❜❡ ♦✈✈✐❛"❡ ♠❡❞✐❛♥#❡
❧✬✉#✐❧✐③③♦ ❞✐ "❡❛##♦"✐ ❛✉#♦❢❡"#✐❧✐③③❛♥#✐ ❝❤❡ 1❛"❡❜❜❡"♦ ✐♥ ❣"❛❞♦ ❞✐ ✏❜"✉❝✐❛"❡✑ ✐❧
❝♦♠❜✉1#✐❜✐❧❡ ✭♣❡" ❡1❡♠♣✐♦ ✐❧ ♣❧✉#♦♥✐♦✮ ❣❡♥❡"❛#♦ ♥❡❧❧❡ "❡❛③✐♦♥✐✱ #✉##❛✈✐❛ 3✉❡✲
1#❡ ♠❛❝❝❤✐♥❡ 1♦♥♦ ❛♥❝♦"❛ ✐♥ ❢❛1❡ ❞✐ 1✈✐❧✉♣♣♦✳
❯♥ ❛❧#"♦ ❛1♣❡##♦ ♥❡❣❛#✐✈♦ "✐❣✉❛"❞❛ ❧❛ "❛❞✐♦❛##✐✈✐#<✳ ◆❡❧ "❡❛##♦"❡ ❛ ✜11✐♦♥❡ 1♦✲
♥♦ ♣"♦❞♦##❡ 1♦1#❛♥③❡ "❛❞✐♦❛##✐✈❡ ❡1#"❡♠❛♠❡♥#❡ ♣❡"✐❝♦❧♦1❡✱ ❝❤❡ ❝♦1#✐#✉✐1❝♦♥♦
❧❡  ❝♦#✐❡ "❛❞✐♦❛##✐✈❡✳ ❇✐1♦❣♥❛ ❡✈✐#❛"❡ ❛11♦❧✉#❛♠❡♥#❡ ❝❤❡ 3✉❡1#❡ 1❝♦"✐❡ ✈❡♥✲
❣❛♥♦ ❛ ❝♦♥#❛##♦ ❝♦♥ ❧✬❛♠❜✐❡♥#❡ ❡1#❡"♥♦ ♣❡"❝❤L ❝❛✉1❡"❡❜❜❡"♦ ✐♥❣❡♥#✐ ❞❛♥♥✐
❛♠❜✐❡♥#❛❧✐✳ ➮ 3✉✐♥❞✐ ♥❡❝❡11❛"✐♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛"❧❡ ✐♥ 1✐#✐ ♣"♦#❡##✐ ♣❡" ❧✉♥❣❤✐11✐♠✐
♣❡"✐♦❞✐ ❞✐ #❡♠♣♦ ✭∼ 103 ❛♥♥✐✮ ✐♥ ♠♦❞♦ ❝❤❡ ♥♦♥ ♣♦11❛♥♦ ❡11❡"❡ ❧✐❜❡"❛#❡ ♣"✐♠❛
❝❤❡ ✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ "❛❞✐♦❛##✐✈✐#< ♥♦♥ 1✐ ❛❜❜❛11✐♥♦ ❛✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❛♠❜✐❡♥#❛❧✐✱ ❝✐♦) ♥♦♥
♣❡"✐❝♦❧♦1✐ ♣❡" ❧✬✉♦♠♦ ❡ ♣❡" ❧✬❛♠❜✐❡♥#❡✳
▲✬✉❧#✐♠♦ ♣"♦❜❧❡♠❛ ) ❧❡❣❛#♦ ❛❧❧❛ 1✐❝✉"❡③③❛✳ ●❧✐ ✐♥❝✐❞❡♥#✐ ❞✐1❛1#"♦1✐✱ ❝♦♠❡
3✉❡❧❧♦ ❞✐ ❈❤❡"♥♦❜②❧ ♦ ❞✐ ❋✉❦✉1❤✐♠❛✱ ❤❛♥♥♦ ♣♦"#❛#♦ ❧✬♦♣✐♥✐♦♥❡ ♣✉❜❜❧✐❝❛ ❛
❝♦♥1✐❞❡"❛"❡ #✉##✐ ✐ "❡❛##♦"✐ ♥✉❝❧❡❛"✐ ♥♦♥ 1✐❝✉"✐ ❡ ❛ ❝❤✐❡❞❡"❡ ❧❛ "✐❞✉③✐♦♥❡ ❞❡❧
✻
♥✉♠❡$♦ ❞✐ (✉❡❧❧✐ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♦ ❧❛ ❧♦$♦ ❝❤✐✉/✉$❛✳ ◆♦♥♦/2❛♥2❡ ❡/✐/2❛♥♦ ❞✐✈❡$/❡
/♦❧✉③✐♦♥✐ 2❡❝♥♦❧♦❣✐❝❤❡ ♣❡$ ✐♠♣❡❞✐$❡ ❝❤❡ /✐ ✈❡$✐✜❝❤✐♥♦ ♥✉♦✈❛♠❡♥2❡ ❞✐/❛/2$✐ ❞❡❧
❣❡♥❡$❡✱ ✐❧ ♣$♦❜❧❡♠❛ $❡/2❛ ❝♦♠✉♥(✉❡ ✐$$✐/♦❧2♦✱ /✐❛ ❛ ❧✐✈❡❧❧♦ ♣♦❧✐2✐❝♦ ❝❤❡ /♦❝✐❛❧❡✳
▲❛ $✐❝❡$❝❛ /❝✐❡♥2✐✜❝❛✱ ♥❡❧ ❝❛♠♣♦ ❞❡❧❧❡ ❢♦♥2✐ $✐♥♥♦✈❛❜✐❧✐✱ /✐ ❝♦♥❝❡♥2$❛ /✉ ♣✐:
❢$♦♥2✐✿ /♦❧❛$❡✱ ❡♦❧✐❝♦✱ ❣❡♦2❡$♠✐❝♦✱ ❜✐♦♠❛//❡✱✳ ✳ ✳ ❝❤❡ ♣❡$<✱ ❛❧❧♦ /2❛2♦ ❛22✉❛❧❡✱
♥♦♥ /♦♥♦ ✐♥ ❣$❛❞♦ ❞✐ /♦❞❞✐/❢❛$❡ ❧❡ ✐♥❣❡♥2✐ $✐❝❤✐❡/2❡ ❡♥❡$❣❡2✐❝❤❡ ❞❡22❛2❡ ❞❛❧❧❛
♥❡❝❡//✐2= ❞✐ /✈✐❧✉♣♣♦✳ ❯♥❛ ♣♦//✐❜✐❧❡ /♦❧✉③✐♦♥❡✱ ✐♥ (✉❡/2❛ ❢❛/❡ ❞✐ 2$❛♥/✐③✐♦♥❡
❞❛✐ ❝♦♠❜✉/2✐❜✐❧✐ ❢♦//✐❧✐ ❛❧❧❡ ❢♦♥2✐ $✐♥♥♦✈❛❜✐❧✐✱ ♣♦2$❡❜❜❡ ❡//❡$❡ ❢♦$♥✐2❛ ❞❛❧❧❛ ❢✉✲
/✐♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛$❡✱ ❝❤❡ ♣$❡/❡♥2❛ 2$❡ ✈❛♥2❛❣❣✐ ♣$✐♥❝✐♣❛❧✐✿ $✐/❡$✈❡ ❞✐ ❝♦♠❜✉/2✐❜✐❧❡✱
✐♠♣❛22♦ ❛♠❜✐❡♥2❛❧❡ ❡ /✐❝✉$❡③③❛✳
✶✳✷ ▲❛ ❢✉'✐♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛.❡
▲❛ ❢✉/✐♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛$❡ @ ✐❧ ♣$♦❝❡//♦ ✜/✐❝♦ ♣❡$ ❝✉✐ ❞❛❧❧✬✐♥2❡$❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❞✉❡ ♥✉❝❧❡✐
❛2♦♠✐❝✐ /✐ ❤❛ ❧❛ ❢♦$♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ ♥✉♦✈♦ ♥✉❝❧❡♦ ♣✐: ♣❡/❛♥2❡✱ $✐❧❛/❝✐❛♥❞♦ ❡♥❡$✲
❣✐❛ /♦22♦ ❢♦$♠❛ ❞✐ ❡♥❡$❣✐❛ ❝✐♥❡2✐❝❛ ❞✐ ♣❛$2✐❝❡❧❧❡ ♦ $❛❞✐❛③✐♦♥❡❬✷❪✳
■❧ ♥✉❝❧❡♦ @ ❢♦$♠❛2♦ ❞❛ ♥❡✉2$♦♥✐✱ ❡❧❡22$✐❝❛♠❡♥2❡ ♥❡✉2$✐✱ ❡ ❞❛ ♣$♦2♦♥✐✱ ❝❛$✐❝❤✐
♣♦/✐2✐✈❛♠❡♥2❡✳ F$♦2♦♥✐ ❡ ♥❡✉2$♦♥✐ /♦♥♦ ❞❡22✐ ♥✉❝❧❡♦♥✐✳
❯♥ ♥✉❝❧❡♦ @ ❝❛$❛22❡$✐③③❛2♦ (✉✐♥❞✐ ❞❛ ✉♥ ♥✉♠❡$♦ ◆ ❞✐ ♥❡✉2$♦♥✐ ❡ ❞❛ ✉♥ ♥✉♠❡✲
$♦ ❩ ❞✐ ♣$♦2♦♥✐ ✭♥✉♠❡$♦ ❛2♦♠✐❝♦✮✳ ■❧ ♥✉♠❡$♦ 2♦2❛❧❡ ❆❂◆✰❩ @ ❞❡22♦ ♥✉♠❡(♦
❞✐ ♠❛++❛✳ ■ ♥✉❝❧❡♦♥✐ /♦♥♦ ❧❡❣❛2✐ ♥❡❧ ♥✉❝❧❡♦ ❞❛❧❧❡ ❢♦$③❡ ♥✉❝❧❡❛$✐✱ ❝❤❡ /✉♣❡$❛♥♦✱
/✉❧❧❡ ❞✐/2❛♥③❡ ❝❛$❛22❡$✐/2✐❝❤❡ ❞❡❧ ♥✉❝❧❡♦ ✭∼ 1015 ♠✮✱ ❧❡ ❢♦$③❡ ❡❧❡22$✐❝❤❡ ❝❤❡
✐♥✈❡❝❡ 2❡♥❞♦♥♦ ❛ /❡♣❛$❛$❡ ❧❡ ♣❛$2✐❝❡❧❧❡ ❝♦♥ ❧♦ /2❡//♦ /❡❣♥♦ ❞✐ ❝❛$✐❝❛ ❡❧❡22$✐❝❛✱
❝✐♦@ ✐ ♣$♦2♦♥✐✳
❯♥❛ ❝❛$❛22❡$✐/2✐❝❛ ❢♦♥❞❛♠❡♥2❛❧❡✱ ♥❡❝❡//❛$✐❛ ♣❡$ ❝❛♣✐$❡ ❧❛ ✜/✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ❢✉/✐♦♥❡
♥✉❝❧❡❛$❡✱ @ ❝❤❡ ❧❛ ♠❛//❛ ❞❡✐ ♥✉❝❧❡✐ /2❛❜✐❧✐ @ ♠✐♥♦$❡ ❞❡❧❧❛ /♦♠♠❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛//❛
❞❡✐ /✐♥❣♦❧✐ ♥✉❝❧❡♦♥✐ ❝❤❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❣♦♥♦❬✸❪✳ ▲❛ ❞✐✛❡$❡♥③❛ ❞✐ ♠❛//❛ 2$❛ ✐ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥2✐ ❞❡❧ ♥✉❝❧❡♦ ❡ ✐❧ ♥✉❝❧❡♦ /2❡//♦ @ ❞❡22❛ ❞✐❢❡--♦ ❞✐ ♠❛++❛✱ ❡❞ @ ❞♦✈✉2❛✱
/❡❝♦♥❞♦ ❧❛ 2❡♦$✐❛ ❞❡❧❧❛ $❡❧❛2✐✈✐2=✱ ❛❧❧❛ ❧❡❣❣❡ ❞✐ ❡(✉✐✈❛❧❡♥③❛ 2$❛ ♠❛//❛ ❡❞ ❡♥❡$✲
❣✐❛✳ ❙❡ ❧❛ ♠❛//❛ ❛ $✐♣♦/♦ ❞✐ ✉♥ /✐/2❡♠❛ ❞✐♠✐♥✉✐/❝❡ ❞✐ ✉♥❛ (✉❛♥2✐2= ∆m /✐ ❤❛
✼
∆E = ∆mc2
c
❞✐ ♠❛$$❛ ❝♦♠♣❧❡$$✐✈♦ ❞❡✐ ♥✉❝❧❡✐ -❡❛❣❡♥/✐✳ ❙✐ ❤❛ ✉♥✬❛♥❛❧♦❣❛ ♣-♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐
❡♥❡-❣✐❛ $❡ ✉♥ ♥✉❝❧❡♦ ♣❡$❛♥/❡ ✭♣❡- ❡$❡♠♣✐♦ ❆❃✷✵✵✮ $✐ $❝✐♥❞❡ ✐♥ ❞✉❡ ♥✉❝❧❡✐ ♣✐;
❧❡❣❣❡-✐ ✭-❡❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✜$$✐♦♥❡✮✱ ♣❡-❝❤> ✐❧ ❞✐❢❡//♦ ❞✐ ♠❛$$❛ ❞❡❧ ♥✉❝❧❡♦ ♦-✐❣✐♥❛-✐♦
@ ♠✐♥♦-❡ ❞❡❧❧❛ $♦♠♠❛ ❞❡✐ ❞✐❢❡//✐ ❞✐ ♠❛$$❛ ❞❡✐ ❢-❛♠♠❡♥/✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛$$❛✳
◆♦♥♦$/❛♥/❡ ❧❛ B✉❛♥/✐/C ❞✐ ❡♥❡-❣✐❛ ❧✐❜❡-❛❜✐❧❡ ❞❛ ✉♥❛ -❡❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❢✉$✐♦♥❡ $✐❛
❡$/-❡♠❛♠❡♥/❡ ❣-❛♥❞❡✱ ❧❛ -❡❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐ /❛❧❡ ♣-♦❝❡$$♦ ♥♦♥ @ ❢❛❝✐❧❡✳ ■♥❢❛//✐
@ ♥❡❝❡$$❛-✐♦ $✉♣❡-❛-❡ ❧❛ ❜❛--✐❡-❛ ❞✐ -❡♣✉❧$✐♦♥❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❛♥❛ /-❛ ❧❡ ❝❛-✐❝❤❡
♣♦$✐/✐✈❡ ❞❡❧ ♥✉❝❧❡♦✱ ♣❡- ♣♦/❡- ✏❛//✐✈❛-❡✑ ❧❡ ❢♦-③❡ ♥✉❝❧❡❛-✐ ❝❤❡ ❛❣✐$❝♦♥♦ $✉
❞✐$/❛♥③❡ ♠♦❧/♦ ❜-❡✈✐✳
▲❡ -❡❛③✐♦♥✐ ♥✉❝❧❡❛-✐ ♣✐; ✐♥/❡-❡$$❛♥/✐ ❛✐ ✜♥✐ ❞❡❧❧❛ ❢✉$✐♦♥❡ /❡-♠♦♥✉❝❧❡❛-❡ $♦♥♦
❧❡ $❡❣✉❡♥/✐✿
2
1D +
2
1D
50%−−→ 31T + 11H + 4.03MeV ✭✶✳✷✮
2
1D +
2
1D
50%−−→ 32He+ 10n+ 3.27MeV ✭✶✳✸✮
2
1D +
3
1T −→ 42He+ 10n+ 17.6MeV ✭✶✳✹✮
2
1D +
3
2He −→ 42He+ 11H + 18.3MeV ✭✶✳✺✮
❞♦✈❡ D ❡ T ✐♥❞✐❝❛♥♦ -✐$♣❡//✐✈❛♠❡♥/❡ ✐❧ ❞❡✉/❡-✐♦ ❡ ✐❧ /-✐③✐♦✱ ✐$♦/♦♣✐ ❞❡❧❧✬✐❞-♦✲
❣❡♥♦ H✱ ♠❡♥/-❡ n ✐♥❞✐❝❛ ✐❧ ♥❡✉/-♦♥❡✳ ■❧ ❞❡✉/❡-✐♦ ❝♦$/✐/✉✐$❝❡ ❝✐-❝❛ ❧♦ ✵✳✶ ✪✘
❞❡❧❧✬✐❞-♦❣❡♥♦ ♥❛/✉-❛❧❡ ❡❞ @ ♣-❡$❡♥/❡ ✐♥ B✉❛♥/✐/C ❞✐ ✸✵ ❣-❛♠♠✐ ♦❣♥✐ ♠❡/-♦
❝✉❜♦ ❞✬❛❝B✉❛✳ ▲❛ $✉❛ ❡$/-❛③✐♦♥❡ -✐❝❤✐❡❞❡ ✉♥ ♣-♦❝❡$$♦ ❝❤✐♠✐❝♦ ♥♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡
B✉✐♥❞✐ ❝♦$/✐/✉✐$❝❡ ✉♥❛ ❢♦♥/❡ ♣-❛/✐❝❛♠❡♥/❡ ✐♥❡$❛✉-✐❜✐❧❡✳ ■❧ /-✐③✐♦ @ ✉♥ ✐$♦/♦♣♦
-❛❞✐♦❛//✐✈♦✱ ❝♦♥ ✉♥ /❡♠♣♦ ❞✐ ✈✐/❛ ♠❡❞✐♦ ❞✐ ✶✷✳✹ ❛♥♥✐ ❡ ♥♦♥ ❡$✐$/❡ ✐♥ ♥❛/✉-❛✱
B✉✐♥❞✐ @ ♥❡❝❡$$❛-✐♦ ✉♥ ♣-♦❝❡$$♦ ♣❡- ❣❡♥❡-❛-❧♦✳
■♥ ❋✐❣✉-❛ ✶✳✷ $♦♥♦ ♠♦$/-❛/❡ ❧❡ $❡③✐♦♥✐ ❞✬✉-/♦ ❞❡❧❧❡ -❡❛③✐♦♥✐ $♦♣-❛ ❝✐/❛/❡ ✐♥
❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❡♥❡-❣✐❛ ❞❡❧ ❞❡✉/♦♥❡✱ ♦//❡♥✉/❡ ❜♦♠❜❛-❞❛♥❞♦ ❜❡-$❛❣❧✐ ❞✐ ❞❡✉/❡✲
-✐♦✱ /-✐③✐♦ ❡❞ ❡❧✐♦ ❝♦♥ ❢❛$❝✐ ❞✐ ❞❡✉/♦♥✐ ❞✐ ❡♥❡-❣✐❛ ♥♦/❛✳ ❙✐ ♥♦/❛ ❝❤❡ ❛❧ ❞✐ $♦//♦
❞❡✐ ✶✵✵ ❦❡❱ ❧❛ -❡❛③✐♦♥❡ ❝♦♥ ❧❛ ♠❛❣❣✐♦- $❡③✐♦♥❡ ❞✬✉-/♦ @ B✉❡❧❧❛ ❉✲❚✳ ❚❛❧❡ -❡❛✲
③✐♦♥❡ -✐❝❤✐❡❞❡✱ ♣❡- ♣♦/❡- ❡$$❡-❡ $❢-✉//❛/❛ ✐♥ ✉♥ -❡❛//♦-❡✱ ✐❧ -❛❧❧❡♥/❛♠❡♥/♦ ❞❡✐
♥❡✉/-♦♥✐ ♣❡- ❝♦♥✈❡-/✐-❡ ❧❛ ❧♦-♦ ❡♥❡-❣✐❛ ❝✐♥❡/✐❝❛ ✐♥ ❡♥❡-❣✐❛ /❡-♠✐❝❛ ❞❛ /-❛$❢❡-✐✲
-❡ ✐♥ ✉♥❛ /✉-❜✐♥❛ ♣❡- ❧❛ ♣-♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐ ❝♦--❡♥/❡ ❡❧❡//-✐❝❛✳ ❙✐ ♣✉X ✉$❛-❡ ❝♦♠❡
♠♦❞❡-❛/♦-❡ ✐❧ ❧✐/✐♦✱ ❝❤❡ ♣❡-♠❡//❡ ❛♥❝❤❡ ❞✐ -✐$♦❧✈❡-❡ ✐❧ ♣-♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧❧❛ ❣❡♥❡-❛✲
③✐♦♥❡ ❞❡❧ /-✐③✐♦✱ ✐♥ ♠♦❞♦ ❞❛ ❡✈✐/❛-♥❡ ✉♥ ❝♦♥/✐♥✉♦ -✐❢♦-♥✐♠❡♥/♦ ❞❛❧❧✬❡$/❡-♥♦✳
✾
❋✐❣✉$❛ ✶✳✷✿ ❙❡③✐♦♥❡ ❞✬✉)*♦ ❞❡❧❧❡ )❡❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❢✉.✐♦♥❡ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❡♥❡)❣✐❛ ❞❡❧
❞❡✉*♦♥❡
■❧ ,$✐③✐♦ /✐ ♣✉1 ✐♥❢❛,,✐ ❣❡♥❡$❛$❡ ❞❛❧❧❡ $❡❛③✐♦♥✐✿
6
3Li+
1
0n (lento) −→ 31T + 42He+ 4.8MeV ✭✶✳✻✮
7
3Li+
1
0n (veloce) −→ 31T + 42He− 2.5Mev ✭✶✳✼✮
▲❡ ♣❛$,✐❝❡❧❧❡ ❛❧❢❛ ✭❝✐♦< ✐ ♥✉❝❧❡✐ ❞✐ ❡❧✐♦✮✱ ❝$❡❛,❡ ♥❡❧❧❛ $❡❛③✐♦♥❡✱ ♣♦//♦♥♦ ❛♥❝❤❡
❡//❡$❡ /❢$✉,,❛,❡ ❝♦♠❡ /♦$❣❡♥,❡ ❞✐ $✐/❝❛❧❞❛♠❡♥,♦ ❛❞❞✐③✐♦♥❛❧❡✳
❇✐/♦❣♥❛ ♥♦,❛$❡✱ ✐♥❝✐❞❡♥,❛❧♠❡♥,❡✱ ❝❤❡ ✐ ♣$✐♠✐ $❡❛,,♦$✐ ❢❛$❛♥♥♦ ✉/♦ ❞❡❧ ❧✐,✐♦✱
❧❡ ❝✉✐ $✐/❡$✈❡✱ ❜❡♥❝❤C ❣$❛♥❞✐✱ ♥♦♥ /♦♥♦ ✐❧❧✐♠✐,❛,❡✳ ■ $❡❛,,♦$✐ ❞❡❧❧❛ /❡❝♦♥❞❛
❣❡♥❡$❛③✐♦♥❡✱ ❝❤❡ /❢$✉,,❡$❛♥♥♦ ❧❛ $❡❛③✐♦♥❡ ❉✲❉✱ ✉/❡$❛♥♥♦ ✉♥ ❝♦♠❜✉/,✐❜✐❧❡ $✐✲
❝❛✈❛❜✐❧❡ ✐♥,❡$❛♠❡♥,❡ ❞❛❧❧✬❛❝G✉❛✱ ❡ G✉✐♥❞✐ ♣$❛,✐❝❛♠❡♥,❡ ✐♥❡/❛✉$✐❜✐❧❡✳ ❙❛$I ❝♦♥
✐ $❡❛,,♦$✐ ❞❡❧❧❛ /❡❝♦♥❞❛ ❣❡♥❡$❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❧❛ ❢✉/✐♦♥❡ ♣♦,$I ❡//❡$❡ ❝♦♥/✐❞❡$❛,❛✱
❛ ♣✐❡♥♦ ,✐,♦❧♦✱ ✉♥❛ ❢♦♥,❡ ❞✐ ❡♥❡$❣✐❛ ❝♦♠♣❧❡,❛♠❡♥,❡ $✐♥♥♦✈❛❜✐❧❡✳
❯♥ ♠❡,♦❞♦ ♣❡$ ♦,,❡♥❡$❡ ❧❡ $❡❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❢✉/✐♦♥❡ ♣✉1 ❡//❡$❡ G✉❡❧❧♦ ❞✐ ❜♦♠❜❛$✲
❞❛$❡ ❜❡$/❛❣❧✐ ❞✐ ✐♦♥✐ ❞✐ ✉♥ ,✐♣♦ ❝♦♥ ❢❛/❝✐ ❞✐ ✐♦♥✐ ❞❡❧❧✬❛❧,$♦ ,✐♣♦✳ ❚✉,,❛✈✐❛
❜✐/♦❣♥❛ ❝♦♥/✐❞❡$❛$❡ ❝❤❡ ❧❛ /❡③✐♦♥❡ ❞✬✉$,♦ ❞✐ ❝♦❧❧✐/✐♦♥❡ ❡❧❛/,✐❝❛ < ❣❡♥❡$❛❧♠❡♥,❡
✶✵
♠♦❧#♦ ♠❛❣❣✐♦'❡ '✐)♣❡##♦ ❛ +✉❡❧❧❛ ❞❡❧❧❛ '❡❛③✐♦♥❡ ❉✲❚❀ ✐♥♦❧#'❡ ❧❡ ♣❛'#✐❝❡❧❧❡ ❝❤❡
)✉❜✐)❝♦♥♦ ❝♦❧❧✐)✐♦♥✐ ❡❧❛)#✐❝❤❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ♣❡')❡ ❞❛❧ ❢❛)❝✐♦❬✷❪✳
▲✬❛♣♣'♦❝❝✐♦ ✉)❛#♦ ? +✉❡❧❧♦ ❞✐ ❣❡♥❡'❛'❡ ✉♥ ♣❧❛)♠❛✱ ✉♥ ❣❛) ❞✐ ✐♦♥✐ ❛❞ ❛❧#✐))✐♠❡
#❡♠♣❡'❛#✉'❡✱ ❡ ❝♦♥✜♥❛'❧♦ ♣❡' #❡♠♣✐ ❧✉♥❣❤✐ '✐)♣❡##♦ ❛✐ #❡♠♣✐ ❝❛'❛##❡'✐)#✐❝✐ ❞✐
❝♦❧❧✐)✐♦♥❡✱ ✐♥ ♠♦❞♦ #❛❧❡ ❝❤❡ ❣❧✐ ✐♦♥✐ ♣♦))❛♥♦ ❛✈❡'❡ ✐❧ #❡♠♣♦ ❞✐ )✉❜✐'❡ '❡❛③✐♦♥✐
❞✐ ❢✉)✐♦♥❡✱ )❡♥③❛ ❡))❡'❡ ♣❡')✐ ❞❛❧ ♣❧❛)♠❛ ❛ ❝❛✉)❛ ❞✐ ✉'#✐✳ ●❧✐ ✐♦♥✐ ❞✐ ✉♥ ♣❧❛)♠❛
✐♥ ❡+✉✐❧✐❜'✐♦ #❡'♠✐❝♦ ❛✈'❛♥♥♦ ✉♥❛ ❝❡'#❛ ❞✐)#'✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ ❡♥❡'❣✐❛ ❡ +✉✐♥❞✐ ✉♥❛
♣❡'❝❡♥#✉❛❧❡ ❞✐ ❡))✐ ♣♦#'C ❛✈❡'❡ ✉♥✬❡♥❡'❣✐❛ ♠♦❧#♦ ♠❛❣❣✐♦'❡ ❞❡❧❧❛ ♠❡❞✐❛✱ ♣❡'
❝✉✐ )❛'❛♥♥♦ )✉✣❝✐❡♥#✐ ❡♥❡'❣✐❡ ♠❡❞✐❡ ✐♥❢❡'✐♦'✐ '✐)♣❡##♦ ❛ +✉❡❧❧❡ '❡❧❛#✐✈❡ ❛✐ ❢❛)❝✐
❞✐ ✐♦♥✐✳
✶✳✸ #❧❛&♠❛
■❧ ♣❧❛)♠❛ )✐ ♣✉F ❝♦♥)✐❞❡'❛'❡ ✐❧ ✏+✉❛'#♦ )#❛#♦✑ ❞❡❧❧❛ ♠❛#❡'✐❛❬✹❪✿ ♣♦))✐❡❞❡ ✐♥✲
❢❛##✐ ❝❛'❛##❡'✐)#✐❝❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛'✐ ❝❤❡ ❧♦ ❞✐✛❡'❡♥③✐❛♥♦ ❞❛❣❧✐ ❛❧#'✐ #'❡ )#❛#✐✿ )♦❧✐❞♦✱
❧✐+✉✐❞♦ ❡ ❣❛))♦)♦✳ ❙✐ ♣✉F ♦##❡♥❡'❡ ✉♥❛ #'❛♥)✐③✐♦♥❡ ❛ +✉❡)#♦ )#❛#♦ )❝❛❧❞❛♥✲
❞♦ )✉✣❝✐❡♥#❡♠❡♥#❡ ✉♥ )✐)#❡♠❛✳ ❆ #❡♠♣❡'❛#✉'❡ )✉✣❝✐❡♥#❡♠❡♥#❡ ❡❧❡✈❛#❡✱ ❣❧✐
❛#♦♠✐ ❞✐ ✉♥ ❣❛) )✐ )❝✐♥❞♦♥♦ ✐♥ ✐♦♥✐ ❡❞ ❡❧❡##'♦♥✐✱ ❢♦'♠❛♥❞♦ ✉♥ ❣❛) ✐♦♥✐③③❛#♦✳
◗✉❡)#❡ ♣❛'#✐❝❡❧❧❡ ❝❛'✐❝❤❡ )♦♥♦ ❧✐❜❡'❡ ❞✐ ♠✉♦✈❡')✐ ❡ ❣❡♥❡'❛'❡ ❝❛♠♣✐ ❡❧❡##'✐❝✐ ❡
♠❛❣♥❡#✐❝✐✳ ❯♥ ❣❛) ✐♦♥✐③③❛#♦ ❝♦)#✐#✉✐)❝❡ ✉♥ ❡)❡♠♣✐♦ ❞✐ ♣❧❛)♠❛ ❡ '❛♣♣'❡)❡♥#❛
❝✐'❝❛ ✐❧ ✾✺✪ ❞❡❧❧❛ ♠❛#❡'✐❛ ✭✈✐)✐❜✐❧❡✮ ♥❡❧❧✬❯♥✐✈❡')♦✳
❯♥ ♣❧❛)♠❛✱ ♣❡' ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡✱ ? ✉♥ )✐)#❡♠❛ ❧❛ ❝✉✐ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ? ❞♦♠✐♥❛#❛ ❞❛❧❧❡
❢♦'③❡ ❡❧❡##'♦♠❛❣♥❡#✐❝❤❡✱ ❡❞ ? +✉✐♥❞✐ ❧✬✐♥)✐❡♠❡ ❞❡❧❧❡ ♣❛'#✐❝❡❧❧❡ ❝❛'✐❝❤❡ ❡ ❞❡✐
❝❛♠♣✐ ❞❛ ❡))❡ ❣❡♥❡'❛#❡✳
■♥ )❡❣✉✐#♦ )❛'❛♥♥♦ ❞❡)❝'✐##✐ ✐ ♣❧❛)♠✐ ✐♥ ❡+✉✐❧✐❜'✐♦ #❡'♠✐❝♦ #'❛♠✐#❡ ✉♥❛ ❞❡♥)✐#C
♥✱ ❡)♣'❡))❛ ✐♥ ♣❛'#✐❝❡❧❧❡ ♣❡' ✉♥✐#C ❞✐ ✈♦❧✉♠❡ ✭m−3✮✱ ❡ ✉♥❛ #❡♠♣❡'❛#✉'❛ ❚✱
❡)♣'❡))❛ ✐♥ ❡❱✳ ▲❛ )❝❡❧#❛ ❞✐ ✉)❛'❡ ❣❧✐ eV ? ❧❡❣❛#❛ ❛❧ ❢❛##♦ ❝❤❡ ❚ )✐ ❝♦♥)✐❞❡'❛
❝♦♠❡ ✉♥❛ ❡♥❡'❣✐❛ ♠❡❞✐❛✿ T [eV ] = T [K]·kB/e✱ ❞♦✈❡ kB ? ❧❛ ❝♦)#❛♥#❡ ❞✐ ❇♦❧#③✲
♠❛♥♥ ❡ e ? ✐❧ ❢❛##♦'❡ ❞✐ ❝♦♥✈❡')✐♦♥❡ #'❛ J ❡ eV ✱ ♣❛'✐ ❛❧❧❛ ❝❛'✐❝❛ ❞❡❧❧✬❡❧❡##'♦♥❡
✭1eV ∼ 11600K✮✳
■♥ +✉❡)#❛ )❡③✐♦♥❡ )❛'❛♥♥♦ ♣'❡)❡♥#❛#❡ ❧❡ ♣'♦♣'✐❡#C ♣'✐♥❝✐♣❛❧✐ ❞❡❧ ♣❧❛)♠❛✱ ❛❧ ✜♥❡
❞✐ ❝♦♠♣'❡♥❞❡'♥❡ ❧❛ ♥❛#✉'❛ ✜)✐❝❛✱ ❡ )❛'❛♥♥♦ ✐♥#'♦❞♦##✐ ❛❧❝✉♥✐ )✉♦✐ ♣❛'❛♠❡#'✐
❝❛'❛##❡'✐)#✐❝✐✳
✶✶
❯♥❛ ❝❛$❛%%❡$✐(%✐❝❛ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧❡ ❞❡✐ ♣❧❛(♠✐ / ❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞✐  ✉❛#✐✲♥❡✉()❛❧✐(+✳
❈✐3 (✐❣♥✐✜❝❛ ❝❤❡ ♦❣♥✐ ♣♦$③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣❧❛(♠❛✱ ❝♦♥%❡♥❡♥%❡ ✉♥ ♥✉♠❡$♦ (✉✣❝✐❡♥%❡
❞✐ ♣❛$%✐❝❡❧❧❡✱ %❡♥❞❡ ❛ ♠❛♥%❡♥❡$❡ ❧❛ ❝❛$✐❝❛ ❡❧❡%%$✐❝❛ ❝♦♠♣❧❡((✐✈❛ ♥✉❧❧❛✳ ❚❛❧❡
❝♦♠♣♦$%❛♠❡♥%♦ / ❞♦✈✉%♦ ❛❧ ❢❛%%♦ ❝❤❡ ♦❣♥✐ (❝♦(%❛♠❡♥%♦ ❞❛❧❧❛ ♥❡✉%$❛❧✐%<✱ ♣$♦✲
❞✉❝❡ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡%%$✐❝♦ %❛❧❡ ❞❛ $✐♣$✐(%✐♥❛$❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞✐ ♥❡✉%$❛❧✐%<✳
▲❡ ✐♥%❡$❛③✐♦♥✐ %$❛ ❧❡ ♣❛$%✐❝❡❧❧❡ ❞❡❧ ♣❧❛(♠❛ (♦♥♦ ❞♦✈✉%❡ ❛✐ ❝❛♠♣✐ ❡❧❡%%$♦♠❛❣♥❡✲
%✐❝✐ ❣❡♥❡$❛%✐ ❞❛❧❧❡ ❝❛$✐❝❤❡ ❞❡❧❧❡ (%❡((❡ ♣❛$%✐❝❡❧❧❡ ❡ ❛✐ ❧♦$♦ ♠♦%✐ ✭♣✐@ ❡✈❡♥%✉❛❧✐
❝❛♠♣✐ ❡(%❡$♥✐✮✳ ❚✉%%❛✈✐❛ ❧✬❛♥❞❛♠❡♥%♦ ❞❡❧❧❛ ❢♦$③❛ %$❛ ❞✉❡ ❝❛$✐❝❤❡ ✐♥ ✉♥ ♣❧❛✲
(♠❛ / ❞✐✈❡$(♦ ❞❛ C✉❡❧❧♦ ❝♦✉❧♦♠❜✐❛♥♦ ❛ ❧✉♥❣❛ ❞✐(%❛♥③❛ ✭∼ r−2✮ %$❛ ❞✉❡ ❝❛$✐❝❤❡
♥❡❧ ✈✉♦%♦✳ ◗✉❡(%♦ / ❞♦✈✉%♦ ❛❧ ❢❛%%♦ ❝❤❡ ✉♥❛ ♣❛$%✐❝❡❧❧❛ ❞✐ ❝❛$✐❝❛  ♥❡❧ ♣❧❛✲
(♠❛✱ ❛ ❝❛✉(❛ ❞❡❧❧✬✐♥%❡$❛③✐♦♥❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❛♥❛✱ %❡♥❞❡$< ❛❞ ❡((❡$❡ ❝✐$❝♦♥❞❛%❛ ❞❛
♣❛$%✐❝❡❧❧❡ ❞✐ ❝❛$✐❝❛ ♦♣♣♦(%❛✳ ◗✉❡(%♦ ❡✛❡%%♦ ❞✐ (❝❤❡$♠♦ ♠♦❞✐✜❝❛ ❧✬❛♥❞❛♠❡♥%♦
❞❡❧❧✬✐♥%❡$❛③✐♦♥❡ %$❛ ❞✉❡ ♣❛$%✐❝❡❧❧❡✿ ✐♥ ♣❛$%✐❝♦❧❛$❡ (❛$< ♠❛❣❣✐♦$❡ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥%❛$❡
❞❡❧❧❛ ❞❡♥(✐%<✱ ♠❡♥%$❡ ❞✐♠✐♥✉✐$< ❛❧❧✬❛✉♠❡♥%❛$❡ ❞❡❧❧❛ %❡♠♣❡$❛%✉$❛✳ ❈✐3 ❛❝❝❛✲
❞❡ ✐♥ C✉❛♥%♦ ✐❧ ♠♦%♦ ❞✐ ❛❣✐%❛③✐♦♥❡ %❡$♠✐❝❛ %❡♥❞❡ ❛ ❝♦♥%$❛(%❛$❡ ✐❧ ♠♦%♦ ❞❡❧❧❡
♣❛$%✐❝❡❧❧❡ ♥❡❧ ❝❛♠♣♦ ❣❡♥❡$❛%♦ ❞❛❧❧❛ ❝❛$✐❝❛  ✱ ♣❡$%❛♥%♦ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥%❛$❡ ❞❡❧❧❛
✈❡❧♦❝✐%< ❞❡❧❧❡ ♣❛$%✐❝❡❧❧❡ ✐♥%❡$❛❣❡♥%✐ (✐ ❤❛ ✉♥❛ ❞✐♠✐♥✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❞✉$❛%❛ ❞❡❧✲
❧✬✐♥%❡$❛③✐♦♥❡✳ ❙✐ %$♦✈❛ ❝❤❡ ♣❡$ ✉♥ ♣❧❛(♠❛ ✐♥ ❡C✉✐❧✐❜$✐♦ %❡$♠✐❝♦ ❛ %❡♠♣❡$❛%✉$❛
❚✱ ✐❧ ♣♦%❡♥③✐❛❧❡ Φ ❞❡❝$❡(❝❡ ❡(♣♦♥❡♥③✐❛❧♠❡♥%❡ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥%❛$❡ ❞❡❧❧❛ ❞✐(%❛♥③❛ )✱
❝♦♥ ✉♥❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ❝❛$❛%%❡$✐(%✐❝❛ ✭❞❡%%❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ❞✐ ❉❡❜②❡✮ ❞❛%❛ ❞❛
λD =
(
kBT
4pie2ne
) 1
2
✭✶✳✽✮
❞♦✈❡ ne / ❧❛ ❞❡♥(✐%< ❞✐ ❡❧❡%%$♦♥✐✳ ▲❛ ❋✐❣✉$❛ ✶✳✸ ♠♦(%$❛ ❧✬❛♥❞❛♠❡♥%♦ ❞❡❧ ♣♦✲
%❡♥③✐❛❧❡ (❝❤❡$♠❛%♦ Φ ❡ ✐❧ ♣♦%❡♥③✐❛❧❡ ❝♦✉❧♦♠❜✐❛♥♦ ♥❡❧ ✈✉♦%♦✳
▲❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ λD (✐ ♣✉3 ❝♦♥(✐❞❡$❛$❡ ❝♦♠❡ ❧❛ ♠✐(✉$❛ ❞❡❧❧✬❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✐♥%❡$❛✲
③✐♦♥✐ %$❛ ❧❡ ♣❛$%✐❝❡❧❧❡ ♥❡❧ ♣❧❛(♠❛❬✺❪✳ ❇✐(♦❣♥❛ ♥♦%❛$❡ ❝❤❡ ❧❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ❞✐ ❉❡❜②❡
/ (♦❧✐%❛♠❡♥%❡ ♠♦❧%♦ ♠❛❣❣✐♦$❡ ❞❡❧❧❛ ❞✐(%❛♥③❛ ♠❡❞✐❛ %$❛ ❞✉❡ ♣❛$%✐❝❡❧❧❡✳ ◗✉❡(%♦
✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡✱ ❛ ❞✐✛❡$❡♥③❛ ❞✐ ✉♥ ❣❛( ♦$❞✐♥❛$✐♦✱ ✉♥❛ ♣❛$%✐❝❡❧❧❛ ✐♥ ✉♥ ♣❧❛(♠❛ /
✐♥ ✐♥%❡$❛③✐♦♥❡ ❞✐$❡%%❛ (✐♠✉❧%❛♥❡❛ ❝♦♥ ♠♦❧%❡ ❛❧%$❡ ♣❛$%✐❝❡❧❧❡ ❝❤❡ (%❛♥♥♦ ❛ ✉♥❛
❞✐(%❛♥③❛ ♠✐♥♦$❡ ❞✐ λD✱ ❝✐♦/ C✉❡❧❧❡ ❝♦♥%❡♥✉%❡ ♥❡❧❧❛ ❝♦(✐❞❞❡%%❛ #❢❡)❛ ❞✐ ❉❡❜②❡✳
❯♥ ♣❧❛(♠❛ / ❝❛$❛%%❡$✐③③❛%♦✱ ♦❧%$❡ ❝❤❡ ❞❛✐ ♠♦%✐ %❡$♠✐❝✐✱ ❛♥❝❤❡ ❞❛ ♠♦%✐ ♦$❞✐✲
♥❛%✐ ❝❤❡ ❝$❡❛♥♦ ❝❛♠♣✐ ❡❧❡%%$♦♠❛❣♥❡%✐❝✐✳ ❚$❛♠✐%❡ C✉❡(%✐ ❝❛♠♣✐ ❧❡ ♣❛$%✐❝❡❧❧❡
✶✷
❋✐❣✉$❛ ✶✳✸✿ ❈♦♥❢$♦♥%♦ %$❛ ♣♦%❡♥③✐❛❧❡ ,❝❤❡$♠❛%♦ ✭❧✐♥❡❛ ❝♦♥%✐♥✉❛✮ ❡ ♣♦%❡♥③✐❛❧❡
❈♦✉❧♦♠❜✐❛♥♦ ✭❧✐♥❡❛ %$❛%%❡❣❣✐❛%❛✮✳
♣♦,,♦♥♦ ✐♥.❡$❛❣✐$❡ ,✉ ❞✐,.❛♥③❡ ♠❛❣❣✐♦$✐ ❞❡❧❧❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ❞✐ ❉❡❜②❡ ✭✐♥.❡$❛③✐♦♥✐
❞✐ .✐♣♦ ❝♦❧❧❡..✐✈♦✮✳
❯♥✬❛❧.$❛ ❝❛$❛..❡$✐,.✐❝❛ ❢♦♥❞❛♠❡♥.❛❧❡ ? ❧✬❡❧❡✈❛.❛ ❝♦♥❞✉❝✐❜✐❧✐.@ ❡❧❡..$✐❝❛ ❞❡❧ ♣❧❛✲
,♠❛✳ ❆♣♣❧✐❝❛♥❞♦ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡..$✐❝♦ ,✐ ❞❡.❡$♠✐♥❛ ✉♥✬❛❝❝❡❧❡$❛③✐♦♥❡ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡.✲
.$♦♥✐ ❝❤❡ ? ❝♦♥.$❛,.❛.❛ ❞❛❣❧✐ ✉$.✐ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡..$♦♥✐ ❝♦♥ ❣❧✐ ✐♦♥✐✳ ◗✉✐♥❞✐ ,✐ ✐♥❞✉❝❡
✉♥❛ ❝♦$$❡♥.❡ ❡❧❡..$✐❝❛ ❝❤❡✱ ❛ ♣❛$✐.@ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡..$✐❝♦✱ ? .❛♥.♦ ♣✐E ❣$❛♥❞❡
F✉❛♥.♦ ♣✐E ❞❡❜♦❧✐ ,♦♥♦ ❣❧✐ ❡✛❡..✐ ❝♦❧❧✐,✐♦♥❛❧✐✳ H♦✐❝❤I .❛❧✐ ❡✛❡..✐ ❝♦❧❧✐,✐♦♥❛❧✐
❞✐♠✐♥✉✐,❝♦♥♦ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥.❛$❡ ❞❡❧❧❛ .❡♠♣❡$❛.✉$❛✱ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝✐❜✐❧✐.@ ❡❧❡..$✐❝❛ ❞❡❧
♣❧❛,♠❛ ❛✉♠❡♥.❛ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥.❛$❡ ❞❡❧❧❛ .❡♠♣❡$❛.✉$❛✱ ♣❡$ ❝✉✐ ✐❧ ♣❧❛,♠❛ ,✐ ❝♦♠✲
♣♦$.❛ ✐♥ ♠❛♥✐❡$❛ ♦♣♣♦,.❛ ❛ ✉♥ ❝♦♥❞✉..♦$❡ ♦$❞✐♥❛$✐♦✱ ♣❡$ ✐❧ F✉❛❧❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉.✲
.✐✈✐.@ ❞✐♠✐♥✉✐,❝❡ ♠❡♥.$❡ ❧❛ .❡♠♣❡$❛.✉$❛ ❛✉♠❡♥.❛✳ ❯♥ ♣❧❛,♠❛ ❛❞ ❛❧.✐,,✐♠❛
.❡♠♣❡$❛.✉$❛✱ ❞✉♥F✉❡✱ ? ✉♥ ♦..✐♠♦ ❝♦♥❞✉..♦$❡✳
■♥ ♣$❡,❡♥③❛ ❞✐ ❝❛♠♣✐ ♠❛❣♥❡.✐❝✐✱ ❝✐ ,♦♥♦ ❞✉❡ ♣❛$❛♠❡.$✐ ✐♠♣♦$.❛♥.✐ ❝❤❡ ♠❡$✐✲
.❛♥♦ ❞✐ ❡,,❡$❡ ♣$❡,❡♥.❛.✐✳
▲❛ ❢!❡#✉❡♥③❛ ❞✐ ▲❛!♠♦! ✭♦ ❢!❡#✉❡♥③❛ ❞✐ ❝✐❝❧♦/!♦♥❡✮
ωc =
|q|B
m
✭✶✳✾✮
✶✸
 ❛♣♣ ❡$❡♥&❛ ❧❛ ❢ ❡)✉❡♥③❛ ❞✐ ♣ ❡❝❡$$✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥❛ ♣❛ &✐❝❡❧❧❛ ❞✐ ♠❛$$❛ ♠ ❡ ❝❛ ✐❝❛
q ❛&&♦ ♥♦ ❛❧❧❛ ❞✐ ❡③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡&✐❝♦ ❡$&❡ ♥♦ ❞✐ ♠♦❞✉❧♦ ❇✳
▲❛ ✈❡❧♦❝✐'( ❞✐ ❆❧❢✈,♥
va =
√
B
µ0ρi
✭✶✳✶✵✮
❞♦✈❡ µ0 : ❧❛ ♣❡ ♠❡❛❜✐❧✐&< ❞❡❧ ✈✉♦&♦ ❡ ρi : ❧❛ ❞❡♥$✐&< ❞✐ ♠❛$$❛ ❞❡❧❧❛ $♣❡❝✐❡
♣❛ &✐❝❡❧❧❛ ❡✱ : ❧❛ ✈❡❧♦❝✐&< ❝♦♥ ❝✉✐ $✐ ♣ ♦♣❛❣❛ ✉♥❛ ♣❡ &✉ ❜❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣❧❛$♠❛✱
& ❛♠✐&❡ ❧✬♦$❝✐❧❧❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✐♦♥✐ ♦ ❡❧❡&& ♦♥✐✱ ❛❧❧✬✐♥&❡ ♥♦ ❞✐ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡&✐❝♦✳
❈♦❧❧❡❣❛&♦ ❛❧❧❛ ✈❡❧♦❝✐&< ❞✐ ❆❧❢✈A♥ : ✐❧ '❡♠♣♦ ❞✐ '/❛♥1✐'♦ ❞✐ ❆❧❢✈,♥✱ ❞❡✜♥✐&♦ ❝♦♠❡
τa =
L
va
✭✶✳✶✶✮
❞♦✈❡ ▲ : ✉♥❛ ❞✐$&❛♥③❛ ❝❛ ❛&&❡ ✐$&✐❝❛ $✉❧❧❛ )✉❛❧❡ $✐ ❤❛ ❧❛ ♣ ♦♣❛❣❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡
♦♥❞❡ ❞✐ ♣ ❡$$✐♦♥❡❬✻❪✳
✶✳✹ ❚✐♣✐ ❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥.♦
G❡ ♦&&❡♥❡ ❡ ✉♥❛  ❡❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❢✉$✐♦♥❡ $♦$&❡♥✐❜✐❧❡ : ♥❡❝❡$$❛ ✐♦ ♠❛♥&❡♥❡ ❡ ❝♦♥✜✲
♥❛&✐ ❣❧✐ ✐♦♥✐ ❛ ❞❡♥$✐&< ❡❧❡✈❛&❡ ♣❡ ✉♥ &❡♠♣♦ $✉✣❝✐❡♥&❡ ❛ ✐♥♥❡$❝❛ ❡ ❧❡  ❡❛③✐♦♥✐
❞✐ ❢✉$✐♦♥❡ ❡ ❛ &❡♠♣❡ ❛&✉ ❡ ❞❡❧❧✬♦ ❞✐♥❡ ❞❡✐ ✶✵ ❦❡❱ ✭✶✵✵ ♠✐❧✐♦♥✐ ❞✐ ❣ ❛❞✐✮✳
❯♥❛ $&✐♠❛ ❞❡✐ ✈❛❧♦ ✐ ✐♥ ❣✐♦❝♦✱ ♥❡❝❡$$❛ ✐ ♣❡ ♦&&❡♥❡ ❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ ❢✉$✐♦♥❡✱
: ❞❛&❛ ❞❛❧ ❝/✐'❡/✐♦ ❞✐ ▲❛✇1♦♥ ✿
nτET ≥ 3 · 1031m−3keV s ✭✶✳✶✷✮
❚❛❧❡ ❝ ✐&❡ ✐♦✱ ❝❤❡ ❢❛ ✐❧ ❝♦♠♣✉&♦ ❞❡❧ ❜✐❧❛♥❝✐♦ ❡♥❡ ❣❡&✐❝♦✱ ❞< ✐❧ ✈❛❧♦ ❡ ♠✐♥✐♠♦
❞❡❧ ♣ ♦❞♦&&♦✱ ❞❡&&♦ '/✐♣❧♦✱ ❞❡❧❧❛ ❞❡♥$✐&< ♥✱ ❞❡❧ &❡♠♣♦ τE ✭❞❡&&♦ '❡♠♣♦ ❞✐ ❝♦♥✲
✜♥❛♠❡♥'♦✮ ❡ ❞❡❧❧❛ &❡♠♣❡ ❛&✉ ❛ ❚✱ ♣❡ ❛✈❡ ❡ ✉♥ ❣✉❛❞❛❣♥♦ ♥❡&&♦ ❞✐ ❡♥❡ ❣✐❛
❞❛❧❧❡  ❡❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❢✉$✐♦♥❡ ✐♥ ✉♥  ❡❛&&♦ ❡✳
❊$✐$&♦♥♦ ❞✐✈❡ $❡ &✐♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥&♦ ❝❤❡ ♣♦$$♦♥♦ ❣❛ ❛♥&✐ ❡ )✉❡$&❡ ❝♦♥✲
❞✐③✐♦♥✐✿
❈♦♥✜♥❛♠❡♥'♦ ❣)❛✈✐'❛③✐♦♥❛❧❡✿ : )✉❡❧❧♦ ❝❤❡ ❤❛ ❧✉♦❣♦ ♥❡❧❧❡ $&❡❧❧❡ ❡❞ : ❞❡✲
&❡ ♠✐♥❛&♦ ❞❛❧❧❛ ❣ ❛✈✐&< ❞♦✈✉&❛ ❛❧❧❡ ❡♥♦ ♠✐ ♠❛$$❡ $&❡❧❧❛ ✐✳ ❘✐$✉❧&❛ ❝❤✐❛ ♦ ❝❤❡
✶✹
 ✐♠♣♦%%✐❜✐❧❡ )❡❛❧✐③③❛)❡ ,✉❡%.❛ .✐♣♦❧♦❣✐❛ ❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥.♦ ✐♥ ❧❛❜♦)❛.♦)✐♦✳
❈♦♥✜♥❛♠❡♥'♦ ✐♥❡)③✐❛❧❡✿ ✐♥ ,✉❡%.♦ ❝❛%♦ ✉♥ ❜❡)%❛❣❧✐♦ ❞✐ ❞❡✉.❡)✐♦ ❡ .)✐③✐♦
 ✉♥✐❢♦)♠❡♠❡♥.❡ ✐♥✈❡%.✐.♦ ❞❛ ♣♦.❡♥.✐ ❢❛%❝✐ ❧❛%❡) ✭♦ ❢❛%❝✐ ❞✐ ✐♦♥✐ ♣❡%❛♥.✐✮ ❝❤❡
♥❡ ❢❛♥♥♦ ❡✈❛♣♦)❛)❡ ❧♦ %.)❛.♦ ♣✐; ❡%.❡)♥♦✳ ▲✬❡✛❡..♦ ❞✐ ,✉❡%.❛ ❡✈❛♣♦)❛③✐♦♥❡
 ✉♥❛ )❡❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❝♦♠♣)❡%%✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♣❛).❡ ✐♥.❡)♥❛ ❞❡❧ ❜❡)%❛❣❧✐♦✱ ✐♥♥❡%❝❛♥❞♦
❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ♥❡❝❡%%❛)✐❡ ❛❧❧❡ )❡❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❢✉%✐♦♥❡✳ ■❧ ♣)♦❝❡%%♦ ❞✉)❛ ✜♥❝❤A ✐❧
♠❛.❡)✐❛❧❡ ♥♦♥ %✐ ❡%♣❛♥❞❡ ❡ %✐ ❞✐❧✉✐%❝❡✳ ■❧ )✐%✉❧.❛.♦  ✉♥❛ ♠✐♥✐ ❡%♣❧♦%✐♦♥❡ .❡)✲
♠♦♥✉❝❧❡❛)❡✳ ■♥ ,✉❡%.♦ ❝❛%♦✱ ♣♦✐❝❤A ✐❧ .❡♠♣♦ ❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥.♦  ♠♦❧.♦ ❜)❡✈❡
✭∼ 10−10 s✮✱ ♣❡) ♦..❡♥❡)❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ♥❡❝❡%%❛)✐❡ ❛ ✐♥♥❡%❝❛)❡ ❧❡ )❡❛③✐♦♥✐ ❞✐
❢✉%✐♦♥❡✱  ♥❡❝❡%%❛)✐♦ ❝♦♠♣)✐♠❡)❡ ✐❧ ❝♦♠❜✉%.✐❜✐❧❡ ♥✉❝❧❡❛)❡ ❛ ❞❡♥%✐.C ♠♦❧.♦ ❛❧.❡
✭∼ 1025 cm−3✮✱ ♦✈✈❡)♦ ♠✐❧❧❡ ✈♦❧.❡ ❧❛ ❞❡♥%✐.C ❞❡❧ ❞❡✉.❡)✐♦ ❡ .)✐③✐♦ ❛❧❧♦ %.❛.♦
❧✐,✉✐❞♦✮✳
❈♦♥✜♥❛♠❡♥'♦ ♠❛❣♥❡'✐❝♦✿ ,✉❡%.♦ ♠❡.♦❞♦✱ %✉ ❝✉✐ %✐ ❝♦♥❝❡♥.)❛ ✐❧ ♠✐♦ ❧❛✈♦✲
)♦ ❞✐ .❡%✐✱ ❢❛ ✉%♦ ❞✐ ❝❛♠♣✐ ♠❛❣♥❡.✐❝✐ ♣❡) ❝♦♥✜♥❛)❡ ✐❧ ♣❧❛%♠❛ ♥❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐
♣❡) ❧❛ ❢✉%✐♦♥❡ .❡)♠♦♥✉❝❧❡❛)❡✳
➮ ♥♦.♦ ❝❤❡ ❧❡ ♣❛).✐❝❡❧❧❡ ❝❛)✐❝❤❡ ❝♦♠♣✐♦♥♦ ✉♥ ♠♦.♦ ❛ %♣✐)❛❧❡ ❛..♦)♥♦ ❛❧❧❡ ❧✐✲
♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡.✐❝♦ ❝♦♥ ✉♥ )❛❣❣✐♦ ✭❞✐ ▲❛)♠♦)✮ ♣❛)✐ ❛ rL = mv⊥/qB✱
❞♦✈❡ v⊥  ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥.❡ ❞❡❧❧❛ ✈❡❧♦❝✐.C ♦).♦❣♦♥❛❧❡ ❛❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡.✐❝♦✳
❋✐❣✉)❛ ✶✳✹✿ ❙✐%.❡♠❛ ❞✐ ❝♦♦)❞✐♥❛.❡
✐♥ ❣❡♦♠❡.)✐❛ .♦)♦✐❞❛❧❡
❙❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦  %✉✣❝✐❡♥.❡♠❡♥.❡ ✐♥.❡♥✲
%♦✱  ♣♦%%✐❜✐❧❡ ❝♦♥✜♥❛)❡ ❧❛ ♣❛).✐❝❡❧❧❛ ✐♥
❞✐)❡③✐♦♥❡ ♣❡)♣❡♥❞✐❝♦❧❛)❡ ❛❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛
♥♦♥ ✐♥ ❞✐)❡③✐♦♥❡ ♣❛)❛❧❧❡❧❛ ❛❧ ❝❛♠♣♦✳ ▲❛
%♦❧✉③✐♦♥❡ ❛❞♦..❛.❛ ♣❡) ❡✈✐.❛)❡ ♣❡)❞✐.❡
❞✐ ♣❧❛%♠❛ ✐♥ ❞✐)❡③✐♦♥❡ ❧♦♥❣✐.✉❞✐♥❛❧❡  
,✉❡❧❧❛ ♣❡) ❝✉✐ ❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ %✐ )✐❝❤✐✉✲
❞♦♥♦ %✉ ❧♦)♦ %.❡%%❡✱ ❢♦)♠❛♥❞♦ ✉♥❛ ❝♦♥✲
✜❣✉)❛③✐♦♥❡ ❛ ❢♦)♠❛ ❞✐ ❝✐❛♠❜❡❧❧❛✱ ❞❡..❛
✐♥ ❣❡♦♠❡.)✐❛ ✏.♦)♦✑✳ ■❧ %✐%.❡♠❛ ❞✐ ❝♦♦)✲
❞✐♥❛.❡ ❝❤❡ ❞❡%❝)✐✈❡ .❛❧❡ ❝♦♥✜❣✉)❛③✐♦♥❡  
♠♦%.)❛.♦ ✐♥ ❋✐❣✉)❛ ✶✳✹✿ ✐❧ .♦)♦  ❞❡%❝)✐.✲
.♦ ❞❛❧  ❛❣❣✐♦ ♠❛❣❣✐♦ ❡ R0✱ ❧❛ ❞✐%.❛♥③❛
❞❛❧❧✬❛%%❡ ❞✐ )♦.❛③✐♦♥❡ ✭❛%%❡ ♠❛❣❣✐♦)❡✮ ❛❧
❝❡♥.)♦ ❞❡❧ ♣❧❛%♠❛ ✭❛%%❡ ♠✐♥♦)❡✮✱ ❡ ❞❛❧
✶✺
 ❛❣❣✐♦ ♠✐♥♦ ❡ a✱ ❧❛ ❞✐%&❛♥③❛ ❞❛❧ ❝❡♥&+♦ ❞❡❧ ♣❧❛%♠❛ ❛❧ ❜♦+❞♦ ❡%&❡+♥♦✳ ■❧ +❛♣✲
♣♦+&♦ R/a 3 ❞❡&&♦  ❛♣♣♦ )♦ ❞✬❛,♣❡))♦✳ ■❧ %✐%&❡♠❛ ❞✐ ❝♦♦+❞✐♥❛&❡ 3 ❞❛&♦ ❞❛❧❧❛
❝♦♦+❞✐♥❛&❛ +❛❞✐❛❧❡ ♠✐♥♦+❡ r✱ ❝❤❡ ✈❛+✐❛ ❞❛❧ ❝❡♥&+♦ ❞❡❧ ♣❧❛%♠❛ ✭+❂✵✮ ❛❧ ❜♦+❞♦
✭+❂❛✮✱ ❞❛❧❧✬❛♥❣♦❧♦ &♦+♦✐❞❛❧❡ φ✱ ❝❤❡ ♠✐%✉+❛ ❧❡ +♦&❛③✐♦♥✐ ❛&&♦+♥♦ ❛❧❧✬❛%%❡ ♠❛❣✲
❣✐♦+❡✱ ❡ ❞❛❧❧✬❛♥❣♦❧♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ θ✱ ❝❤❡ ♠✐%✉+❛ +♦&❛③✐♦♥✐ ❛&&♦+♥♦ ❛❧❧✬❛%%❡ ♠✐♥♦+❡✳
Z ❡ R ✐♥✈❡❝❡ %✐ +✐❢❡+✐%❝♦♥♦ ❛❧❧❡ ❝♦♦+❞✐♥❛&❡ ❝✐❧✐♥❞+✐❝❤❡✳
>❡+ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉+❛③✐♦♥❡ ❞✐ @✉❡%&♦ &✐♣♦✱ ❝♦♥ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡&✐❝♦ ♣✉+❛♠❡♥&❡
&♦+♦✐❞❛❧❡ Bφ✱ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡&✐❝♦ ♥♦♥ 3 ✉♥✐❢♦+♠❡✱ ♣❡+ ❧❛ ❧❡❣❣❡ ❞✐ ❆♠♣❡+❡✱ ❡ ❧❛
%✉❛ ✐♥&❡♥%✐&B 3 ✐♥✈❡+%❛♠❡♥&❡ ♣+♦♣♦+③✐♦♥❛❧❡ ❛❧ +❛❣❣✐♦ R✳ ■♥ @✉❡%&❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐
✭❧❛ ♣+❡%❡♥③❛ ❞✐ ❝✉+✈❛&✉+❛ ❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ❡ ❧❛ ❞✐%♦♠♦❣❡♥❡✐&B %♣❛③✐❛❧❡✮ ❧❡
♣❛+&✐❝❡❧❧❡✱ ♦❧&+❡ ❛❧ ♠♦&♦ ❞✐ ❣✐+❛③✐♦♥❡ ❛&&♦+♥♦ ❛❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❢♦+③❛✱ ❛✈✈❡+&♦♥♦ ❧❛
❝♦♠♣❛+%❛ ❞✐ ✉♥ ❡✛❡&&♦ ❞✐ ❞❡+✐✈❛ ✐♥ ❞✐+❡③✐♦♥❡ ✈❡+&✐❝❛❧❡✱ ❝❤❡ ♣♦&+❡❜❜❡ ♣♦+&❛+❡
❛❧❧❛ ❧♦+♦ ♣❡+❞✐&❛❬✼❪✳ >❡+ ❝♦♥✜♥❛+❡ ❝♦♠♣❧❡&❛♠❡♥&❡ ✉♥❛ ♣❛+&✐❝❡❧❧❛✱ %✐ ❛❣❣✐✉♥❣❡
❛❧ ❝❛♠♣♦ ✐♥ ❞✐+❡③✐♦♥❡ &♦+♦✐❞❛❧❡✱ ✉♥✬❛❧&+❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥&❡ ✐♥ ❞✐+❡③✐♦♥❡ ♣♦❧♦✐❞❛✲
❧❡✳ ■♥ @✉❡%&♦ ❝❛%♦ ❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❢♦+③❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❝❤❡ ♥❡ +✐%✉❧&❛ %✐ ❛✈✈✐&❛♥♦ ✐♥
♠❛♥✐❡+❛ ❡❧✐❝♦✐❞❛❧❡✱ ✏+✐❡♠♣✐❡♥❞♦✑ ❞❡❧❧❡ %✉♣❡+✜❝✐ &♦+♦✐❞❛❧✐✱ ❞❡&&❡ ,✉♣❡ ✜❝✐ ♠❛✲
❣♥❡)✐❝❤❡✳ ❙✐ ✐♥&+♦❞✉❝❡ ✉♥❛ ) ❛,❢♦ ♠❛)❛  ♦)❛③✐♦♥❛❧❡ ι✱ ❝✐♦3 ❧✬❛♥❣♦❧♦ ι ❝❤❡ ✉♥❛
❧✐♥❡❛ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ❢♦+♠❛ %✉ ✉♥ ✜%%❛&♦ ♣✐❛♥♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡✱ @✉❛♥❞♦ ❤❛ ❝♦♠♣✐✉&♦ ✉♥
❣✐+♦ &♦+♦✐❞❛❧❡✳ ▲❛ @✉❛♥&✐&B q = 2pi/ι✱ ❞❡&&❛ ❢❛))♦ ❡ ❞✐ ,✐❝✉ ❡③③❛✱ +❛♣♣+❡%❡♥&❛
✐❧ ♥✉♠❡+♦ ❞✐ ❣✐+✐ &♦+♦✐❞❛❧✐ ❝❤❡ ❧❛ ❧✐♥❡❛ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ❞❡✈❡ ❝♦♠♣✐❡+❡ ♣❡+ ❡✛❡&&✉❛+❡
✉♥ ❣✐+♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ ❝♦♠♣❧❡&♦✳
■♥ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉+❛③✐♦♥❡ ❝♦♥ &+❛%❢♦+♠❛&❛ +♦&❛③✐♦♥❛❧❡✱ ❧❛ ♣❛+&✐❝❡❧❧❛ ♣❛%%❛ ♣❡+
♣✉♥&✐ ❝❤❡ %&❛♥♥♦ %♦♣+❛ ❡ %♦&&♦ ✐❧ ♣✐❛♥♦ ❡@✉❛&♦+✐❛❧❡ ❡ ❧❛ ❞❡+✐✈❛ ❤❛ ❧✬❡✛❡&&♦✱ ❛❧✲
&❡+♥❛&✐✈❛♠❡♥&❡✱ ❞✐ ❛❧❧♦♥&❛♥❛+❧❛ ❡ ❛✈✈✐❝✐♥❛+❧❛ ❞❛❧❧✬❛,,❡ ♠❛❣♥❡)✐❝♦✱ ❝✐♦3 ❧✬❛%%❡
❞❡❧❧❛ %✉♣❡+✜❝✐❡ ♠❛❣♥❡&✐❝❛✳ ◗✉✐♥❞✐ ❧❛ &+❛%❢♦+♠❛&❛ +♦&❛③✐♦♥❛❧❡ 3 ✐♥ ❣+❛❞♦ ❞✐
❛♥♥✉❧❧❛+❡ ❝♦♠♣❧❡%%✐✈❛♠❡♥&❡ ❧✬❡✛❡&&♦ ❞✐ ❞❡+✐✈❛ ✈❡+&✐❝❛❧❡✳
✶✳✺ ❚✐♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥0♦ ♠❛❣♥❡0✐❝♦ 0♦1♦✐✲
❞❛❧❡
▲❡ &✐♣♦❧♦❣✐❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧✐ ❞✐ +❡❛&&♦+✐ ❛ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥&♦ ♠❛❣♥❡&✐❝♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉+❛③✐♦♥❡
&♦+♦✐❞❛❧❡✱ ❝♦♥ &+❛%❢♦+♠❛&❛ +♦&❛③✐♦♥❛❧❡✱ %✉❧❧❡ @✉❛❧✐ %✐ ❝♦♥❝❡♥&+❛ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐&B
✶✻
 ❝✐❡♥%✐✜❝❛  ♦♥♦✿ ❧♦ ❙%❡❧❧❛,❛%♦,✱ ✐❧ ❚♦❦❛♠❛❦ ❡ ❧✬❘❋4✳ ❙❛,❛♥♥♦ ❞❡ ❝,✐%%✐ ❜,❡✈❡✲
♠❡♥%❡ ✐ ♣,✐♠✐ ❞✉❡✱ ♠❡♥%,❡  ❛,< ❞❡❞✐❝❛%♦ ♣✐=  ♣❛③✐♦ ❛❧❧✬❘❋4✱ ❝❤❡ ❝♦ %✐%✉✐ ❝❡
❧❛ ❝♦♥✜❣✉,❛③✐♦♥❡ ❛❞♦%%❛%❛ ♥❡❣❧✐ ❡ ♣❡,✐♠❡♥%✐ ❛♥❛❧✐③③❛%✐ ✐♥ A✉❡ %❛ %❡ ✐✳
❙!❡❧❧❛%❛!♦%✿ B ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉,❛③✐♦♥❡ %♦,♦✐❞❛❧❡ ♥♦♥ ❛  ✐❛❧ ✐♠♠❡%,✐❝❛✱ ❝❛,❛%%❡✲
,✐③③❛%❛ ❞❛ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡%✐❝♦✱ ❝♦♥ %,❛ ❢♦,♠❛%❛ ,♦%❛③✐♦♥❛❧❡✱ ❣❡♥❡,❛%♦ ❞❛
❜♦❜✐♥❡ ❝♦♥❞✉%%,✐❝✐ ❡ %❡,♥❡ ♦♣♣♦,%✉♥❛♠❡♥%❡ ❝♦♥✜❣✉,❛%❡✳ ▲♦  %❡❧❧❛,❛%♦, ♣,❡✲
 ❡♥%❛ ✐❧ ✈❛♥%❛❣❣✐♦ ❞✐ ❝♦♥✜♥❛,❡ ✐❧ ♣❧❛ ♠❛ ✐♥ ❛  ❡♥③❛ ❞✐ ❝♦,,❡♥%❡ ❛  ✐❛❧❡ ♥❡❧
♣❧❛ ♠❛ ❡ ♣♦%,❡❜❜❡ ❧❛✈♦,❛,❡ ✐♥ ♠♦❞♦ ❝♦♥%✐♥✉♦✱ ♥♦♥ ✐♠♣✉❧ ✐✈♦✱ ❝♦♠❡ ✐♥✈❡✲
❝❡ ❛✈✈✐❡♥❡ ♥❡❧❧❡ ❛❧%,❡ ❝♦♥✜❣✉,❛③✐♦♥✐ %♦,♦✐❞❛❧✐✳ ❚✉%%❛✈✐❛ ❧❛ ❣❡♦♠❡%,✐❛ ♠♦❧%♦
❝♦♠♣❧❡  ❛ ❞❡❧❧❡ ❜♦❜✐♥❡ ❡ ❧❛ ,❡❧❛%✐✈❛ ,❡❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ %❡❝♥✐❝❛ ♥❡ ❤❛♥♥♦ ❧✐♠✐%❛%♦
❧♦  ✈✐❧✉♣♣♦✳ ■♥ ❋✐❣✉,❛ ✶✳✺ B ♠♦ %,❛%♦ ✉♥ ❡ ❡♠♣✐♦  ❝❤❡♠❛%✐❝♦ ❞✐  %❡❧❧❛,❛%♦,
✐♥ ❝✉✐ B ❡✈✐❞❡♥③✐❛%❛ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡  ❛ ❣❡♦♠❡%,✐❛ ❞❡✐ ❝♦♥❞✉%%♦,✐✳
❚♦❦❛♠❛❦✿ ❛❝,♦♥✐♠♦ ✐♥ ,✉  ♦ ❞✐ ❝❛♠❡,❛ ♠❛❣♥❡%✐❝❛ %♦,♦✐❞❛❧❡✱ ,❛♣♣,❡ ❡♥%❛
❋✐❣✉,❛ ✶✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛ ❞✐ ()❡❧❧❛)♦,✳ ❙✐ ♥♦)❛ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡((❛ ❢♦,♠❛ ❣❡♦♠❡),✐❝❛ ❞❡❧❧❡
❜♦❜✐♥❡ ❝♦♥❞✉)),✐❝✐✳ ✇✇✇✳✐♣♣✳♠♣❣✳❞❡
❧❛ ❝♦♥✜❣✉,❛③✐♦♥❡ ♣✐=  %✉❞✐❛%❛ ❡ ❝♦♥ ❧❛ A✉❛❧❡  ♦♥♦  %❛%✐ ♦%%❡♥✉%✐ ✐ ,✐ ✉❧%❛%✐
♣✐= ♣,♦♠❡%%❡♥%✐❀ ♣❡, A✉❡ %♦ B ❧❛ ❝❛♥❞✐❞❛%❛ ♣❡, ❧❛ ,❡❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣,♦  ✐✲
♠♦ ,❡❛%%♦,❡  ♣❡,✐♠❡♥%❛❧❡ ■❚❊❘ ✭■♥&❡(♥❛&✐♦♥❛❧ ❚❤❡(♠♦♥✉❝❧❡❛( ❊①♣❡(✐♠❡♥&❛❧
❘❡❛❝&♦(✮✳ ■❧ %♦❦❛♠❛❦ B ❝❛,❛%%❡,✐③③❛%♦ ❞❛ ❝❛♠♣✐ %♦,♦✐❞❛❧✐ ♠♦❧%♦ ✐♥%❡♥ ✐ ✭✜♥♦ ❛
❞❡❝✐♥❡ ❞✐ ❚❡ ❧❛✮ ❡ ❞❛ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ ♠♦❧%♦ ♣✐= ❞❡❜♦❧❡✳ 4❡, ❧❛ ♣,♦❞✉③✐♦♥❡
❞❡❧ ❝❛♠♣♦ %♦,♦✐❞❛❧❡ ✈❡♥❣♦♥♦ ✉%✐❧✐③③❛%❡ ❜♦❜✐♥❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧✐ ❝❤❡ ❢♦,♠❛♥♦ ✉♥ ❛,,❛②
❛ ❢♦,♠❛ ❞✐ ❝✐❛♠❜❡❧❧❛✳ ❯♥  ✐ %❡♠❛ ❞✐ %,❛ ❢♦,♠❛%♦,✐ ❣❡♥❡,❛✱ %,❛♠✐%❡ ✉♥❛ &❡♥✲
✶✼
 ✐♦♥❡ ❞✐ ❣✐'♦✱ ✉♥❛ ❝♦&&❡♥(❡ ❝❤❡ *❝♦&&❡ ♥❡❧ ♣❧❛*♠❛ ❡ ❝❤❡ ✐♥❞✉❝❡ ❧❛ ♣&♦❞✉③✐♦♥❡
❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡✱ ♥❡❝❡**❛&✐♦ ❛❞ ❛✈✈✐(❛&❡ ❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡(✐❝♦✳ 4❡&
5✉❡*(♦ ♠♦(✐✈♦✱ ✐❧ ❢✉♥③✐♦♥❛♠❡♥(♦ ❞✐ ✉♥ ❚♦❦❛♠❛❦ 9 ❛❞ ✐♠♣✉❧*✐ ✭❞❡((✐  ❝❛'✐❝❤❡
♦  ❤♦+✮✱ ♣♦✐❝❤< ❧❡❣❛(♦ ❛❧❧❛ ✈❛&✐❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✢✉**♦ ♠❛❣♥❡(✐❝♦ ❞❡❧ *✐*(❡♠❛ ❞✐ (&❛✲
*❢♦&♠❛(♦&✐✳ ❇✐*♦❣♥❛ ❛♥❝❤❡ ❞✐&❡ ❝❤❡ ❧❛ ❝♦&&❡♥(❡ ❞✐ ♣❧❛*♠❛ ❝♦♥(&✐❜✉✐*❝❡✱ ♣❡&
❡✛❡((♦ ❖❤♠✱ ❛ &✐*❝❛❧❞❛&❡ ✐❧ *✐*(❡♠❛✳
▲❛ ❝❛♣❛❝✐(D ❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥(♦ ❞❡❧ ♣❧❛*♠❛ ❞❛ ♣❛&(❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡(✐❝♦ 9
5✉❛♥(✐✜❝❛(❛ ❞❛❧ ♣❛&❛♠❡(&♦ β ❞❡✜♥✐(♦ ❝♦♠❡ ✐❧ &❛♣♣♦&(♦ (&❛ ❧❛ ♣&❡**✐♦♥❡ ❝✐♥❡✲
(✐❝❛ ❞❡❧ ♣❧❛*♠❛ ✭p ∝ nT ✮ ❡ ❧❛ ♣&❡**✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡(✐❝❛✿
β =
〈p〉
B2
8pi
✭✶✳✶✸✮
◗✉✐♥❞✐ *❛&❡❜❜❡ ❛✉*♣✐❝❛❜✐❧❡ ♦((❡♥❡&❡ ✈❛❧♦&✐ ❞✐ ❜❡(❛ ♣✐J ❛❧(✐ ♣♦**✐❜✐❧✐ ♣❡& ❝♦♥✜✲
♥❛&❡ ✐❧ ♣✐J ❡✣❝❛❝❡♠❡♥(❡ ♣♦**✐❜✐❧❡ ✐❧ ♣❧❛*♠❛✳ ❚✉((❛✈✐❛ ❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ Bφ ≫ Bθ
❧✐♠✐(❛ ❧❛ ❝♦&&❡♥(❡ ❞✐ ♣❧❛*♠❛ ❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡(✐❝♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ ❡ ❝✐L ❢❛ *M ❝❤❡ ✐❧
❜❡(❛ *✐❛ ❞✐ *♦❧✐(♦ ♠♦❧(♦ ♣✐❝❝♦❧♦ ✭∼ 0.01✮✳ ◗✉❡*(♦ ✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡ *♦❧♦ ✉♥❛ ♣❛&✲
(❡ ❞❡❧❧✬❡♥❡&❣✐❛ 9 ✐♠♣✐❡❣❛(❛ ♣❡& ✐❧ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥(♦✱ ✐❧ &❡*(♦ *❡&✈❡ ❛ ❣❛&❛♥(✐&❡ ❧❛
*(❛❜✐❧✐(D ❞❡❧ ♣❧❛*♠❛❬✺❪✳ ■♥♦❧(&❡ ❧❛ ❜❛**❛ ❝♦&&❡♥(❡ ❞✐ ♣❧❛*♠❛ ♥♦♥ 9 ✐♥ ❣&❛❞♦ ❞✐
❢♦&♥✐&❡ ✐❧ &✐*❝❛❧❞❛♠❡♥(♦ *✉✣❝✐❡♥(❡ ❛ ♠❛♥(❡♥❡&❡ ❧❡ &❡❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❢✉*✐♦♥❡✱ 5✉✐♥❞✐
✐❧ ❚♦❦❛♠❛❦ ♥❡❝❡**✐(❛ ❞✐ *✐*(❡♠✐ ❞✐ &✐*❝❛❧❞❛♠❡♥(♦ ❛❞❞✐③✐♦♥❛❧✐✳
❘❋"✿ ❛❝&♦♥✐♠♦ ❞✐ ❘❡✈❡' ❡❞ ❋✐❡❧❞ 0✐♥❝❤✱ 9 ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉&❛③✐♦♥❡ (♦&♦✐❞❛❧❡ ❛*✲
*✐❛❧*✐♠♠❡(&✐❝❛ ✐♥ ❝✉✐✱ ✐♥ ♠❛♥✐❡&❛ ❛♥❛❧♦❣❛ ❛❧ ❚♦❦❛♠❛❦✱ ✐❧ ❝❛♠♣♦ (♦&♦✐❞❛❧❡ 9
♣&♦❞♦((♦ ❞❛ ❜♦❜✐♥❡ ❡*(❡&♥❡ ♠❡♥(&❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥(❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ 9 ✐♥❞♦((❛ ❞❛❧✲
❧❛ ❝♦&&❡♥(❡ ❞✐ ♣❧❛*♠❛✳ ▲❛ ❞✐✛❡&❡♥③❛ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥ ✐❧ (♦❦❛♠❛❦ ❝♦♥*✐*(❡ ♥❡❧
❢❛((♦ ❝❤❡✱ ♠❡♥(&❡ ✐♥ 5✉❡*(✬✉❧(✐♠♦ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥(❡ (♦&♦✐❞❛❧❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡✲
(✐❝♦ ❞♦♠✐♥❛ *✉❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥(❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡✱ ♥❡❧❧✬❘❋4 ❧❡ ❝✉✐ ❝♦♠♣♦♥❡♥(✐ *♦♥♦
❝♦♥❢&♦♥(❛❜✐❧✐ ❛❧ ❝❡♥(&♦ ♣❧❛*♠❛✱ ♠❡♥(&❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥(❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ ❞✐✈❡♥(❛ ❞♦✲
♠✐♥❛♥(❡ ❛ ❜♦&❞♦ ♣❧❛*♠❛❬✷❪✳ ■♥ ❋✐❣✉&❛ ✶✳✻ 9 ♠♦*(&❛(♦ ✐❧ (✐♣✐❝♦ ♣&♦✜❧♦ ❞❡❧❧❡
❝♦♠♣♦♥❡♥(✐ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡(✐❝♦ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦♦&❞✐♥❛(❛ &❛❞✐❛❧❡ ♠✐♥♦&❡
♣❡& ✉♥ ❘❋4 ✭❛✮ ❡ ♣❡& ✉♥ ❚♦❦❛♠❛❦ ✭❜✮✳
▲❛ ❝❛&❛((❡&✐*(✐❝❛ ♣❡❝✉❧✐❛&❡ ❞❡❧❧✬ ❘❋4 9 ❝❤❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ ❛❧ ❜♦&❞♦ ✐♥✈❡&(❡
✐❧ *❡❣♥♦ &✐*♣❡((♦ ❛❧ ❝❛♠♣♦ ✐♥ ❛**❡✱ ❞❛ 5✉❡*(♦ ✐❧ ♥♦♠❡ ❘❡✈❡&*❡❞ ❋✐❡❧❞ 4✐♥❝❤✳
❆ ❞✐✛❡&❡♥③❛ ❞❡❧ (♦❦❛♠❛❦✱ ✐♥ ✉♥ ❘❋4 ♥♦♥ ❝✐ *♦♥♦ ❧✐♠✐(❛③✐♦♥✐ *✉❧ ✈❛❧♦&❡ ❞❡❧❧❛
✶✽
❋✐❣✉$❛ ✶✳✻✿  !♦✜❧✐ !❛❞✐❛❧✐ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥-✐ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡-✐❝♦ ♣❡! ❘❋ ✭❛✮ ❡
❚♦❦❛♠❛❦ ✭❜✮
❝♦$$❡♥.❡ ❞✐ ♣❧❛2♠❛ ❡ 4✉✐♥❞✐ 4✉❡2.♦ ❞✐2♣♦2✐.✐✈♦ 2❛$❡❜❜❡ ✐♥ ❣$❛❞♦✱ ✐♥ ❧✐♥❡❛ ❞✐
♣$✐♥❝✐♣✐♦✱ ❞✐ $❛❣❣✐✉♥❣❡$❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ ✐❣♥✐③✐♦♥❡ ❝♦♥ ✐❧ 2♦❧♦ $✐2❝❛❧❞❛♠❡♥.♦
♦❤♠✐❝♦✳ ◗✉✐♥❞✐ ✐ ✈❛❧♦$✐ ❞✐ ❜❡.❛ $❛❣❣✐✉♥❣✐❜✐❧✐ ❞❛ ✉♥ ❘❋< 2♦♥♦ ♠♦❧.♦ ♣✐=
❛❧.✐ $✐2♣❡..♦ ❛ 4✉❡❧❧✐ $❡❧❛.✐✈✐ ❛✐ .♦❦❛♠❛❦ ❡ 4✉❡2.♦ $❡♥❞❡ 4✉❡2.♦ ❞✐2♣♦2✐.✐✈♦
✉♥❛ ♣♦22✐❜✐❧❡✱ ✐♥.❡$❡22❛♥.❡✱ ❛❧.❡$♥❛.✐✈❛ ❝♦♠❡ ♣♦22✐❜✐❧❡ ❢✉.✉$♦ $❡❛..♦$❡ ♣❡$ ❧❛
❢✉2✐♦♥❡ .❡$♠♦♥✉❝❧❡❛$❡ ❝♦♥.$♦❧❧❛.❛✳
✶✳✺✳✶ ❘❋❳✲♠♦❞
■❧ ❧❛✈♦$♦ ❞❡2❝$✐..♦ ✐♥ 4✉❡2.❛ .❡2✐ A 2.❛.♦ 2✈♦❧.♦ ♣$❡22♦ ✐❧ ❈♦♥2♦$③✐♦ ❘❋❳ ❞✐
<❛❞♦✈❛✱ ❛♥❛❧✐③③❛♥❞♦ ✐ ❞❛.✐ 2♣❡$✐♠❡♥.❛❧✐ $❛❝❝♦❧.✐ 2✉❧❧❛ ♠❛❝❝❤✐♥❛ ❘❋❳✲♠♦❞✱
❛❝$♦♥✐♠♦ ❞✐ ❘❡✈❡#$❡❞ ❋✐❡❧❞ ❡❳♣❡#✐♠❡♥- ♠♦❞✐✜❡❞✱ ✐❧ ♣✐= ❣$❛♥❞❡ ❞✐2♣♦2✐.✐✈♦
❘❋< ❛❧ ♠♦♥❞♦ ✭✶✳✼✮✳ ❘❋❳✲♠♦❞ A ♦♣❡$❛.✐✈♦ ❞❛❧ 2004 ❡❞ A ❧❛ ✈❡$2✐♦♥❡ ❛❣✲
❣✐♦$♥❛.❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛❝❝❤✐♥❛ ❘❋❳ ❡2✐2.❡♥.❡ ♣$❡❝❡❞❡♥.❡♠❡♥.❡ ✭❞❛ 4✉✐ ✐❧ 2✉✣22♦
✏♠♦❞✐✜❡❞✑✮✳
▲❛ ♠❛❝❝❤✐♥❛ ❘❋❳✲♠♦❞ A ❝❛$❛..❡$✐③③❛.❛ ❞❛✐ 2❡❣✉❡♥.✐ ♣❛$❛♠❡.$✐ ♣$✐♥❝✐♣❛❧✐✿
• $❛❣❣✐♦ ♠❛❣❣✐♦$❡ R = 2m
• $❛❣❣✐♦ ♠✐♥♦$❡ a = 0.46m
✶✾
•  ❛♣♣♦ $♦ ❞✬❛'♣❡$$♦ R/a ≈ 4
• ✈♦❧✉♠❡ ❞❡❧ ♣❧❛'♠❛ V = 10m3
• ❝♦  ❡♥$❡ ❞✐ ♣❧❛'♠❛ Ip = 0.2÷ 2.0MA
• $❡♠♣❡ ❛$✉ ❛ ❡❧❡$$ ♦♥✐❝❛ ✐♥ ❛''❡ Te = 200÷ 1500eV
• ❞❡♥'✐$0 ❡❧❡$$ ♦♥✐❝❛ ♠❡❞✐❛ ne = 1 · 1019 ÷ 10 · 1019m−3
• $❡♥'✐♦♥❡ ❞✐ ❣✐ ♦ Vφ = 20÷ 50V
• ❞✉ ❛$❛ ❞❡❧❧❛ '❝❛ ✐❝❛ ∆t ≤ 0.5s
➮ ✉♥ ❞✐'♣♦'✐$✐✈♦ ♠♦❧$♦ ✈❡ '❛$✐❧❡✱ ♣♦$❡♥❞♦ ♦♣❡ ❛ ❡ '✐❛ ❝♦♠❡ ❘❋6 ✭❝♦♥ ❝♦ ✲
 ❡♥$✐ ❞✐ ♣❧❛'♠❛ ❝❤❡ ♣♦''♦♥♦  ❛❣❣✐✉♥❣❡ ❡ ✐ 2MA✮ '✐❛ ❝♦♠❡ ❚♦❦❛♠❛❦ ✭❛ ❜❛''❛
❝♦  ❡♥$❡✮✳ ■❧  ✐'❝❛❧❞❛♠❡♥$♦ ❞❡❧ ♣❧❛'♠❛ @ ♣✉ ❛♠❡♥$❡ ♦❤♠✐❝♦✱ ❝♦♠❡ ✐♥ $✉$$✐
❣❧✐ ❘❋6 ♣❡ ✐ A✉❛❧✐ '✐ ♣♦$ ❡❜❜❡ ♦  ❛❣❣✐✉♥❣❡ ❡ ✐♥ ♣ ✐♥❝✐♣✐♦✱ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ♣❡ 
❧❛ ❢✉'✐♦♥❡ ❛✉$♦✲'♦'$❡♥✉$❛ ✭✐❣♥✐③✐♦♥❡✮ '❡♥③❛ ❞✐'♣♦'✐$✐✈✐ ❞✐  ✐'❝❛❧❞❛♠❡♥$♦ ❛❞❞✐✲
③✐♦♥❛❧✐ ❡ ❝♦♥ ❝❛♠♣✐ ♠❛❣♥❡$✐❝✐ ♠♦❧$♦ ♠✐♥♦ ✐ ❞✐ A✉❡❧❧✐ ♥❡❝❡''❛ ✐ ❛ '♦'$❡♥❡ ❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉ ❛③✐♦♥❡ $♦❦❛♠❛❦❬✽❪✳
▲❡ ❛$$✐✈✐$0 ❞✐  ✐❝❡ ❝❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞ '♦♥♦ ❞✐ ❡$$❡ ❞❛❧ ❈♦♥'♦ ③✐♦ ❘❋❳✱ ✉♥✬♦ ❣❛✲
♥✐③③❛③✐♦♥❡ ❞✐  ✐❝❡ ❝❛ ❢♦ ♠❛$❛ ❞❛ ❈◆❘✱ ❯♥✐✈❡ '✐$0 ❞✐ 6❛❞♦✈❛✱ ❊◆❊❆ ✭❆❣❡♥③✐❛
◆❛③✐♦♥❛❧❡ ♣❡ ❧❡ ♥✉♦✈❡ $❡❝♥♦❧♦❣✐❡✱ ❧✬❡♥❡ ❣✐❛ ❡ ❧♦ '✈✐❧✉♣♣♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝♦ '♦'$❡♥✐✲
❜✐❧❡✮✱ ■◆❋◆ ✭■'$✐$✉$♦ ◆❛③✐♦♥❛❧❡ ❞✐ ❋✐'✐❝❛ ◆✉❝❧❡❛ ❡✮ ❡ ❆❝❝✐❛✐❡ ✐❡ ❱❡♥❡$❡✳ ●❧✐
♦❜✐❡$$✐✈✐ ♣ ✐♥❝✐♣❛❧✐ ❞❡❧ ❈♦♥'♦ ③✐♦ ❘❋❳  ✐❣✉❛ ❞❛♥♦ ❧❛  ✐❝❡ ❝❛ '❝✐❡♥$✐✜❝❛ ❡ ❧♦
'✈✐❧✉♣♣♦ ❞✐ $❡❝♥♦❧♦❣✐❡ ♥❡❧❧✬❛♠❜✐$♦ ❞❡❧❧❛ ❢✉'✐♦♥❡ $❡ ♠♦♥✉❝❧❡❛ ❡ ❝♦♥$ ♦❧❧❛$❛✳
✷✵
❋✐❣✉$❛ ✶✳✼✿ ❋♦"♦ ❞❡❧❧❛ ♠❛❝❝❤✐♥❛ ❘❋❳✲♠♦❞ /❝❛""❛"❛ ❞❛❧❧✬❛❧"♦✳
✷✶
✷✷
❈❛♣✐$♦❧♦ ✷
❊)✉✐❧✐❜,✐♦ ❡ ✐♥/$❛❜✐❧✐$0 ❞✐ ✉♥
♣❧❛/♠❛
✷✳✶ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼❍❉
◆❡❧ ❝♦%&♦ ❞❡❧❧❛ &)♦%✐❛ ❞❡❧❧❛ ✜&✐❝❛ ❞❡✐ ♣❧❛&♠✐✱ &♦♥♦ &)❛)✐ ♣%❡&❡♥)❛)✐ ❞✐✈❡%&✐
♠♦❞❡❧❧✐ )❡♦%✐❝✐ ♣❡% ❧❛ ❞❡&❝%✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣%♦♣%✐❡)2 ✜&✐❝❤❡ ❞✐ ✉♥ ♣❧❛&♠❛✳ ❚%❛
)✉))✐✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❢♦%&❡ ♣✐8 ✉&❛)♦ 9 :✉❡❧❧♦ ❞❡❧❧❛ ▼❛❣♥❡%♦✐❞)♦❞✐♥❛♠✐❝❛ ✭▼❍❉✮
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♣%❡&&✐♦♥❡ ❡❞ ❡❧❡))%♦♠❛❣♥❡)✐❝❤❡✳ ▲❡ ❡:✉❛③✐♦♥✐ ♠❛❝%♦&❝♦♣✐❝❤❡ ❝❤❡ ❞❡&❝%✐✈♦♥♦
✐❧ &✐&)❡♠❛ &♦♥♦ ❞❡)❡%♠✐♥❛)❡ ❛♣♣❧✐❝❛♥❞♦ ❧❡ ❛♣♣%♦♣%✐❛)❡ ❧❡❣❣✐ ❞❡❧ ♠♦)♦ ❡ ❞❡❧❧❛
)❡%♠♦❞✐♥❛♠✐❝❛ ❛❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥)✐ ❞❡❧ ✢✉✐❞♦✱ )❡♥❡♥❞♦ ✐♥ ❝♦♥&✐❞❡%❛③✐♦♥❡ ❧❡ ✐♥)❡%❛✲
③✐♦♥✐ ❡❧❡))%♦♠❛❣♥❡)✐❝❤❡ )%❛ ❧❡ ♣❛%)✐❝❡❧❧❡ ❞❡❧ ♣❧❛&♠❛❬✻❪✳
I✉% &❡♥③❛ ❡♥)%❛%❡ ♥❡✐ ❞❡))❛❣❧✐✱ ✐♥ :✉❡&)♦ ❝❛♣✐)♦❧♦ &✐ ❢♦%♥✐&❝❡ ✉♥❛ ❞❡&❝%✐③✐♦♥❡
❣❡♥❡%❛❧❡ ❞❡❧❧❡ ♣%♦♣%✐❡)2 ❞✐ &)❛❜✐❧✐)2 ❞✐ ✉♥ ♣❧❛&♠❛ )♦%♦✐❞❛❧❡✱ &✉❧❧❛ ❜❛&❡ ❞❡❧
♠♦❞❡❧❧♦ ▼❍❉✳ ❙✐ ❞❡&❝%✐✈♦♥♦ ❧❡ ♣%✐♥❝✐♣❛❧✐ ✐♥&)❛❜✐❧✐)2 ❡ ✐ ❧♦%♦ ❡✛❡))✐ &✉❧ &✐&)❡✲
♠❛✱ ♣❡% ❛✈❡%❡ ✉♥❛ ✈✐&✐♦♥❡ ❣❡♥❡%❛❧❡ ❞❡❧❧✬❛♣♣%♦❝❝✐♦ ✜&✐❝♦ ✉&❛)♦ ♥❡❧❧✬❛♥❛❧✐&✐ ❞❡✐
♣❧❛&♠✐ ♠❛❣♥❡)✐③③❛)✐ ♥❡✐ ❞✐&♣♦&✐)✐✈✐ )♦%♦✐❞❛❧✐✱ ❝♦♥❝❡♥)%❛♥❞♦&✐✱ ✐♥ ♣❛%)✐❝♦❧❛%❡✱
&✉❧ %❡❣✐♠❡ ❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥)♦ ❘❋I✳
❊&✐&)♦♥♦ ❞✐✈❡%&❡ ✈❡%&✐♦♥✐ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼❍❉✱ ❝❤❡ ❞✐✛❡%✐&❝♦♥♦ ❞❛❧ ❣%❛❞♦ ❞✐ ❛❝✲
❝✉%❛)❡③③❛ %✐❝❤✐❡&)♦ ♥❡❧❧❛ ❞❡&❝%✐③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣❧❛&♠❛✲✢✉✐❞♦✳
✷✸
◆❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼❍❉ ❛ ❞✉❡ ✢✉✐❞✐ -✐ ❝♦♥-✐❞❡0❛ ✐❧ ♣❧❛-♠❛ ❝♦♠♣♦-2♦ -♦❧♦ ❞❛ ✐♦♥✐
❡❞ ❡❧❡220♦♥✐ ✭✐ ❞✉❡ ✢✉✐❞✐✮✳ ■♥ 7✉❡-2♦ ♠♦❞❡❧❧♦ ❧❡ ❡7✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦♥2✐♥✉✐29 ❡ ❞❡❧
♠♦♠❡♥2♦ -✐ ♣♦--♦♥♦ -❝0✐✈❡0❡❬✾❪✿
∂ρα
∂t
+∇ · (ραvα) = 0 ✭✷✳✶✮
ρα
(
∂vα
∂t
+ vα · ∇vα
)
= σαE + j ×B −∇pα +Rαβ ✭✷✳✷✮
❞♦✈❡ α ❡ β 0❛♣♣0❡-❡♥2❛♥♦ ❧❡ -♣❡❝✐❡ ♣❛02✐❝❡❧❧❛0✐ ✭✐♦♥✐ ♦ ❡❧❡220♦♥✐✮✱ ρα = mαnα
B ❧❛ ❞❡♥-✐29 ❞✐ ♠❛--❛✱ vα B ❧❛ ✈❡❧♦❝✐29 ❞❡❧ ✢✉✐❞♦✱ σα = ±e nα B ❧❛ ❞❡♥-✐29 ❞✐
❝❛0✐❝❛ ❡❧❡220✐❝❛ ❞❡❧❧❛ -✐♥❣♦❧❛ -♣❡❝✐❡✱ Rαβ B ❧❛ ✈❡❧♦❝✐29 ❝♦♥ ❝✉✐ ✐❧ ♠♦♠❡♥2♦ ♣❡0
✉♥✐29 ❞✐ ✈♦❧✉♠❡ -✐ 20❛-❢❡0✐-❝❡✱ ♣❡0 ❧❡ ❝♦❧❧✐-✐♦♥✐✱ ❞❛❧❧❛ -♣❡❝✐❡ β ❛❧❧❛ -♣❡❝✐❡ α❀
E✱B ❡ j ✐♥❞✐❝❛♥♦ 0✐-♣❡22✐✈❛♠❡♥2❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡220✐❝♦✱ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡2✐❝♦ ❡
❧❛ ❞❡♥-✐29 ❞✐ ❝♦00❡♥2❡✳
◗✉❡-2❡ ❡7✉❛③✐♦♥✐ -✐ ♣♦--♦♥♦ -❡♠♣❧✐✜❝❛0❡ ❝♦♥-✐❞❡0❛♥❞♦ ✐❧ ♣❧❛-♠❛ ❝♦♠❡ ✉♥
-✐♥❣♦❧♦ ✢✉✐❞♦✱ ✐♥20♦❞✉❝❡♥❞♦ ❧❡ -❡❣✉❡♥2✐ ✈❛0✐❛❜✐❧✐✿ ❧❛ ❞❡♥-✐29 ❞✐ ♠❛--❛ ρ =
ρi+ρe ✭❞♦✈❡ i ✐♥❞✐❝❛ ❣❧✐ ✐♦♥✐✱ e ❣❧✐ ❡❧❡220♦♥✐✮✱ ❧❛ ♣0❡--✐♦♥❡ ❝✐♥❡2✐❝❛ p = pi+pe✱
❧❛ ✈❡❧♦❝✐29 v = (ρi vi + ρe ve)/ρ✱ ❧❛ ❞❡♥-✐29 ❞✐ ❝❛0✐❝❛ σ = e(ni − ne)❬✾❪✳
❈♦♠❜✐♥❛♥❞♦ ❧❡ ❡7✉❛③✐♦♥✐ ✷✳✶ ❡ ✷✳✷ -✐ ♦22❡♥❣♦♥♦ ❧❡ ❡7✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦♥2✐♥✉✐29 ♣❡0
✐❧ -✐♥❣♦❧♦ ✢✉✐❞♦✿
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv) = 0 ✭✷✳✸✮
ρ
(
∂v
∂t
+ v · ∇v
)
= σE + j ×B −∇p ✭✷✳✹✮
❆ 7✉❡-2❡ -✐ ❛❣❣✐✉♥❣❡ ❧❛ ❧❡❣❣❡ ❞✐ ❖❤♠ ❣❡♥❡0❛❧✐③③❛2❛✿
E + v ×B = η j + j ×B −∇pe
n e
✭✷✳✺✮
❞♦✈❡ η  ❧❛ #❡%✐%'✐✈✐') ❞❡❧ ♣❧❛%♠❛✳
●❧✐ ✉❧'✐♠✐ ❞✉❡ '❡#♠✐♥✐ ❞❡❧❧✬❡2✉❛③✐♦♥❡ ✷✳✺ %♦♥♦ ❞♦✈✉'✐ ❛❧❧✬❡✛❡''♦ ❍❛❧❧ ❡ ❛ ❡✛❡''✐
❞✐❛♠❛❣♥❡'✐❝✐✱ ❣❡♥❡#❛'✐ ❞❛ ❛%✐♠♠❡'#✐❡ ♥❡❧❧❡ ❞✐%'#✐❜✉③✐♦♥✐ %♣❛③✐❛❧✐ ❞✐ ❝❛#✐❝❤❡ ❡
❝♦##❡♥'✐ ❛ ❝❛✉%❛ ❞✐ ❡✛❡''✐ ❞✐ ❞❡#✐✈❛ ♦ ❛ ❣#❛❞✐❡♥'✐ ❞✐ ♣#❡%%✐♦♥❡✱ #✐%♣❡''✐✈❛♠❡♥'❡✳
✷✹
❙✐ ♥♦$✐ ❝❤❡ ✐❧ $❡)♠✐♥❡ Rαβ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛)❡ ♣✐- ♥❡❧❧❡ ❡.✉❛③✐♦♥✐ ❛ 1✐♥❣♦❧♦ ✢✉✐❞♦✱
❡11❡♥❞♦ ❛11♦)❜✐$♦ ♥❡✐ $❡)♠✐♥✐ ❞✐ )❡1✐1$✐✈✐$8 ❡ ❞✐ ❞❡♥1✐$8 ❞✐ ❝♦))❡♥$❡✳
■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼❍❉ )❡1✐1$✐✈♦ 1✐ ♦$$✐❡♥❡ ❞❛❧❧❡ ❡.✉❛③✐♦♥✐ ✷✳✸✲✷✳✺ ✐♥$)♦❞✉❝❡♥❞♦ ❧❡
1❡❣✉❡♥$✐ ❛♣♣)♦11✐♠❛③✐♦♥✐✿
✶✳ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞✐ .✉❛1✐ ♥❡✉$)❛❧✐$8✱ ni ≃ ne
✷✳ )❛❣❣✐♦ ❞✐ ▲❛)♠♦) ✐♦♥✐❝♦ ♣✐❝❝♦❧♦ ✐♥ ❝♦♥❢)♦♥$♦ ❛❧❧❡ 1❝❛❧❡ ❞✐ ❧✉♥❣❤❡③③❛
❝❛)❛$$❡)✐1$✐❝❤❡ ❞❡❧ ✢✉✐❞♦✳
◗✉❡1$❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ♣❡)♠❡$$♦♥♦✱ )✐1♣❡$$✐✈❛♠❡♥$❡✱ ❞✐ $)❛1❝✉)❛)❡ ✐❧ $❡)♠✐♥❡ σE
♥❡❧❧✬❡.✉❛③✐♦♥❡ ✷✳✹ ❡ ✐ $❡)♠✐♥✐ ❞✐ ❍❛❧❧ ❡ ❞✐❛♠❛❣♥❡$✐❝✐ ♥❡❧❧✬❡.✉❛③✐♦♥❡ ✷✳✺✳
▲✬✐♥$❡)♦ 1❡$ ❞❡❧❧❡ ❡.✉❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ▼❛❣♥❡$♦✐❞)♦❞✐♥❛♠✐❝❛ )❡1✐1$✐✈❛ 1✐ ♦$$❡♥❣♦♥♦
✐♥✜♥❡ ❛❣❣✐✉♥❣❡♥❞♦ ❧❡ ❡.✉❛③✐♦♥✐ ❞✐ ▼❛①✇❡❧❧ ✭✐♥❞✐❝♦ ❝♦♥ µ0 ❧❛ ♣❡)♠❡❛❜✐❧✐$8 ❞❡❧
✈✉♦$♦✮
∇×E = −∂B
∂t
✭✷✳✻✮
∇×B = µ0j ✭✷✳✼✮
∇ ·B = 0 ✭✷✳✽✮
❡ ✉♥✬❡.✉❛③✐♦♥❡ ❞✐ 1$❛$♦ ♣❡) ❧❛ ♣)❡11✐♦♥❡✱ ❝♦♥1✐❞❡)❛♥❞♦ ✐❧ ♣❧❛1♠❛ ❝♦♠❡ ✉♥ ❣❛1
♣❡)❢❡$$♦✱ ❞❡❧❧❛ ❢♦)♠❛ p ∼ nγ✱ ❞♦✈❡ γ Q ✐❧ )❛♣♣♦)$♦ $)❛ ✐❧ ❝❛❧♦)❡ 1♣❡❝✐✜❝♦ ❛
♣)❡11✐♦♥❡ ❝♦1$❛♥$❡ ❡ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦1$❛♥$❡✳
❘✐❛11✉♠❡♥❞♦✱ ❧❡ ❡.✉❛③✐♦♥✐ ▼❍❉ )❡1✐1$✐✈❡ 1♦♥♦✿
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv) = 0 ✭✷✳✾✮
ρ
(
∂v
∂t
+ v · ∇v
)
= σE + j ×B −∇p ✭✷✳✶✵✮
E + v ×B = η j ✭✷✳✶✶✮
∇×E = −∂B
∂t
✭✷✳✶✷✮
✷✺
∇×B = µ0j ✭✷✳✶✸✮
∇ ·B = 0 ✭✷✳✶✹✮
❈♦♠❜✐♥❛♥❞♦ ❧❛ ❧❡❣❣❡ ❞✐ ❋❛3❛❞❛② ✷✳✶✷ ❝♦♥ ❧❛ ❧❡❣❣❡ ❞✐ ❖❤♠ ✷✳✶✶✱ 9✐ ♦::✐❡♥❡
❧❛ 9❡❣✉❡♥:❡ ❡!✉❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬✐♥❞✉③✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡-✐❝❛✱ ❝❤❡ ❞❡9❝3✐✈❡ ❧❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❞❡✐
❝❛♠♣✐ ♠❛❣♥❡:✐❝✐ ❡ ❞❡❧❧❛ ✈❡❧♦❝✐:> ❞✐ ♣❧❛9♠❛✿
∂B
∂t
= ∇× (v ×B) + η
µ0
∇2B ✭✷✳✶✺✮
❙✐ ❞✐♠♦9:3❛ ❝❤❡✱ ♥❡❧ ❧✐♠✐:❡ ▼❍❉ ✐❞❡❛❧❡✱ ❝✐♦E ♣♦♥❡♥❞♦ η = 0✱ ✐❧ ♣❧❛9♠❛ ♥♦♥
♣✉F ✢✉✐3❡ 9❡♣❛3❛:❛♠❡♥:❡ ❞❛❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦❬✻❪✳ ❙✐ ✉9❛ ❞✐3❡✱ ♥❡❧ ❝❛9♦ ❞✐ ✉♥
♣❧❛9♠❛ ♣❡3❢❡::❛♠❡♥:❡ ❝♦♥❞✉::✐✈♦✱ ❝❤❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ E ❝♦♥❣❡❧❛-♦ ♥❡❧ ✢✉✐❞♦✳
■ ❞✉❡ :❡3♠✐♥✐ ❛ 9❡❝♦♥❞♦ ♠❡♠❜3♦ ❞❡❧❧❛ ✷✳✶✺ ✈❛3✐❛♥♦ 9✉ 9❝❛❧❡ :❡♠♣♦3❛❧✐ ❞✐✈❡39❡✱
❞❛:❡ ❞❛ τc = L/v ✭9❝❛❧❛ ❝♦♥✈❡::✐✈❛ ♦ ✢✉✐❞❛✮ ❡ τd = µ0L2/η ✭9❝❛❧❛ ❞✐✛✉9✐✈❛ ♦
3❡9✐9:✐✈❛✮✱ ❞♦✈❡ v E ✉♥ ✈❛❧♦3❡ :✐♣✐❝♦ ❞✐ ✈❡❧♦❝✐:> ❡❞ L E ❧❛ 9❝❛❧❛ 9♣❛③✐❛❧❡ 9✉ ❝✉✐
✈❛3✐❛ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡:✐❝♦❬✹❪✳ ■❧ 3❛♣♣♦3:♦ :3❛ ❧❡ ❞✉❡ 9❝❛❧❡
Rm ≡ τd
τc
=
vµ0L
η
✭✷✳✶✻✮
E ❞❡::♦ ♥✉♠❡/♦ ❞✐ ❘❡②♥♦❧❞2 ♠❛❣♥❡-✐❝♦ ❬✹❪ ❡ ❢♦3♥✐9❝❡ ✉♥❛ 9:✐♠❛ ❞❡❧❧❛ 9❝❛❧❛
:❡♠♣♦3❛❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥:❡✳
■♥ 9✐9:❡♠✐ ❞✐♥❛♠✐❝✐✱ ❞♦♠✐♥❛:✐ ❞❛✐ ❝❛♠♣✐ ♠❛❣♥❡:✐❝✐✱ 9✐ 9❝❡❣❧✐❡ 9♦❧✐:❛♠❡♥:❡
v = ca✱ ✈❡❧♦❝✐:> ❞✐ ❆❧❢✈E♥✱ ♠❡♥:3❡ ♣❡3 ❧❡ 9❝❛❧❡ 9♣❛③✐❛❧✐ 9✐ ✉9❛ ✐❞❡♥:✐✜❝❛3❡ L
❝♦♥ ❧❡ ❞✐♠❡♥9✐♦♥✐ 9♣❛③✐❛❧✐ ❞❡❧ 9✐9:❡♠❛✱ ▲✳ ❈♦♥ R✉❡9:❡ 9❝❡❧:❡ τf ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥
τa✱ ✐❧ :❡♠♣♦ ❞✐ :3❛♥9✐:♦ ❞✐ ❆❧❢✈E♥✱ ❡ ✐❧ ♥✉♠❡3♦ ❞✐ ❘❡②♥♦❧❞9 9✐ ✐❞❡♥:✐✜❝❛ ❝♦♥ ✐❧
♥✉♠❡/♦ ❞✐ ▲✉♥❞!✉✐2- ❙✿
S =
caµ0L
η
✭✷✳✶✼✮
■♥ ❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶ 9♦♥♦ ♠♦9:3❛:✐ ❛❧❝✉♥✐ ✈❛❧♦3✐ ❝❛3❛::❡3✐9:✐❝✐ ❞❡❧❧❡ 9❝❛❧❡ 9♣❛③✐❛❧✐ ❡
:❡♠♣♦3❛❧✐ ❡ ✐ ♥✉♠❡3✐ ❞✐ ▲✉♥❞R✉✐9: ♣❡3 ✉♥ ❝❡3:♦ ♥✉♠❡3♦ ❞✐ 9✐9:❡♠✐ ✜9✐❝✐❬✹❪✳ ■
✈❛❧♦3✐ ❡❧❡✈❛:✐ ❞❡❧ ♥✉♠❡3♦ ❞✐ ▲✉♥❞R✉✐9: S 9❡♠❜3❛♥♦ ❣✐✉9:✐✜❝❛3❡ ❧❛ ❞❡9❝3✐③✐♦♥❡
✷✻
❙✐"#❡♠❛ ✜"✐❝♦ L(cm) τd(s) τa(s) S
❚♦❦❛♠❛❦ 102 10−1 10−3 102
◆✉❝❧❡♦ ❚❡//❡"#/❡ 108 1012 105 107
▼❛❝❝❤✐❛ "♦❧❛/❡ 109 1014 105 109
❈♦/♦♥❛ ❙♦❧❛/❡ 1011 1018 106 1012
❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✿ ❙❝❛❧❡ %♣❛③✐❛❧✐✱ *❡♠♣♦-❛❧✐ ❡ ♥✉♠❡-✐ ❞✐ ▲✉♥❞2✉✐%* ♣❡- ❛❧❝✉♥✐ %✐%*❡♠✐
✜%✐❝✐
❞❡✐ ♣❧❛"♠✐ ❝♦♠❡ "✐"#❡♠✐ ✐❞❡❛❧✐✳
✷✳✷ ❊#✉✐❧✐❜(✐♦ ❡ ✐♥,-❛❜✐❧✐-/ ▼❍❉ ✐♥ ♣❧❛,♠✐ -♦✲
(♦✐❞❛❧✐
✷✳✷✳✶ ❊$✉✐❧✐❜)✐♦ ▼❍❉
▲❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❡=✉✐❧✐❜/✐♦ ▼❍❉ @ ❞❡❝/✐##❛ ♣♦♥❡♥❞♦ ✉❣✉❛❧✐ ❛ ③❡/♦ ❧❡ ❞❡/✐✈❛#❡
#❡♠♣♦/❛❧✐ ✭
∂
∂t
= 0✱ "#❛③✐♦♥❛/✐❡#E✮ ❡ ✐❧ ✢✉""♦ ✭v = 0✱ "#❛#✐❝✐#E✮✳ ❈♦♥ =✉❡"#❡
❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ "✐ ♦##✐❡♥❡ ❧✬❡=✉❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❜✐❧❛♥❝✐♦ ❞❡❧❧❡ ❢♦/③❡✿
j ×B = ∇p ✭✷✳✶✽✮
❝❤❡ ❞❡"❝/✐✈❡ ✐❧ ❜✐❧❛♥❝✐♦ #/❛ ❧❡ ❢♦/③❡ ♠❛❣♥❡#✐❝❤❡ ❡ ❧❡ ❢♦/③❡ ❞❡#❡/♠✐♥❛#❡ ❞❛
❣/❛❞✐❡♥#✐ ❞✐ ♣/❡""✐♦♥❡✳ ◗✉❡"#❛ ❡=✉❛③✐♦♥❡ ❞❡"❝/✐✈❡ ❧❡ "✉♣❡/✜❝✐ ♠❛❣♥❡#✐❝❤❡
❝♦♥❝❡♥#/✐❝❤❡ #✐♣✐❝❤❡ ❞❡✐ ❞✐"♣♦"✐#✐✈✐ #♦/♦✐❞❛❧✐ ❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥#♦ ♠❛❣♥❡#✐❝♦ ✭❋✐❣✳
✷✳✶✮✳ ◗✉❡"#❡ "✉♣❡/✜❝✐ "♦♥♦ ❛♥❝❤❡ "✉♣❡/✜❝✐ ❛ ♣/❡""✐♦♥❡ ❝♦"#❛♥#❡✱ ❞❛#♦ ❝❤❡
B · ∇p = 0❀ ✐♥♦❧#/❡ ♦❣♥✉♥❛ @ ❝❛/❛##❡/✐③③❛#❛ ❞❛ ✉♥ ✈❛❧♦/❡ ✜""❛#♦ ❞✐ = ✭❢❛##♦/❡
❞✐ "✐❝✉/❡③③❛✮ ♣❛/✐ ❛
q =
r
R0
Bφ(r)
Bθ(r)
✭✷✳✶✾✮
✷✳✷✳✷ ■♥01❛❜✐❧✐13 ▼❍❉
■ ♣❧❛"♠✐ ♠❛❣♥❡#✐③③❛#✐✱ ❡""❡♥❞♦ "✐"#❡♠✐ ❛❧#❛♠❡♥#❡ ❝♦♠♣❧❡""✐✱ "♦♥♦ "♦❣❣❡##✐✱
✐♥ ❝❡/#❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐✱ ❛ ♣❡/#✉/❜❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ❞❡♥"✐#E✱ ❞❡❧❧❛ ✈❡❧♦❝✐#E ♦ ❞❡✐ ❝❛♠♣✐
❡❧❡##/♦♠❛❣♥❡#✐❝✐✳ ◗✉❛♥❞♦ =✉❡"#❡ ♣❡/#✉/❜❛③✐♦♥✐✱ ❞❡##❡ ✐♥"#❛❜✐❧✐#' ▼❍❉✱ ❝/❡✲
✷✼
❋✐❣✉$❛ ✷✳✶✿ ❊+❡♠♣✐♦ ❞✐ +✉♣❡$✜❝✐ ♠❛❣♥❡4✐❝❤❡ ✐♥ ❣❡♦♠❡4$✐❛ 4♦$♦✐❞❛❧❡
+❝♦♥♦ ♥❡❧ 4❡♠♣♦✱ ✐❧ ♣❧❛+♠❛ +✐ ❞✐❝❡ ✐♥"#❛❜✐❧❡✳
◗✉❡+4❡ ✐♥+4❛❜✐❧✐4: +♦♥♦ ♠♦❧4♦ ✐♠♣♦$4❛♥4✐ ♥❡❧ ❞❡4❡$♠✐♥❛$❡ ❧❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❞❡✐ ♣❧❛✲
+♠✐✱ ❡ ✐♥ <✉❛❧❝❤❡ ❝❛+♦ ♣♦++♦♥♦ ♣♦$4❛$❡ ❛ ✉♥ $❛♣✐❞♦ ❞❡4❡$✐♦$❛♠❡♥4♦ ❞❡❧ ❧✐✈❡❧❧♦
❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥4♦✱ ♠❛ ♣♦++♦♥♦ ❛❧4$❡+> ❝♦♥4$✐❜✉✐$❡✱ ❝♦♠❡ +✐ ✈❡❞$: ✐♥ +❡❣✉✐4♦✱ ❛
♠❛♥4❡♥❡$❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ +4❛③✐♦♥❛$✐❡4: ❞✐ ❛❧❝✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉$❛③✐♦♥✐ ♠❛❣♥❡4✐❝❤❡✱
❝♦♠❡ ✐❧ ❘❡✈❡$+❡❞ ❋✐❡❧❞ A✐♥❝❤✳
❯♥❛ ♣❡$4✉$❜❛③✐♦♥❡ A˜ ❞✐ ✉♥❛ <✉❛♥4✐4: ✜+✐❝❛ A ✐♥ ✉♥ ❞✐+♣♦+✐4✐✈♦ 4♦$♦✐❞❛❧❡ +✐
♣✉C ❡+♣$✐♠❡$❡✱ ✐♥ 4❡$♠✐♥✐ ❞✐ ❝♦♠♣♦♥❡♥4✐ ❞✐ ❋♦✉$✐❡$✱ ❝♦♠❡✿
A˜(r) =
∑
k
A˜k(r) e
i(k·r−w t) =
∑
k
A˜k(r) e
i(mθ+nφ−w t)
✭✷✳✷✵✮
❞♦✈❡ k = (kr, kθ, kφ) = (kr,m/r, n/R0) G ✐❧ ✈❡44♦$❡ ❞✬♦♥❞❛ ✐♥ ❝♦♦$❞✐♥❛4❡ 4♦✲
$♦✐❞❛❧✐✱ m ❡ n +♦♥♦ ❞❡44✐ ♥✉♠❡*♦ ❞✬♦♥❞❛ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ ❡ ♥✉♠❡*♦ ❞✬♦♥❞❛ #♦*♦✐❞❛❧❡✱
$✐+♣❡44✐✈❛♠❡♥4❡✳
❖❣♥✐ ❝♦♣♣✐❛ (m,n) G ❞❡44❛ ♠♦❞♦ ❡ $❛♣♣$❡+❡♥4❛ ✉♥❛ ♣❡$4✉$❜❛③✐♦♥❡ ❡❧✐❝♦✐❞❛❧❡✳
❙✐ ♣✉C ♠♦+4$❛$❡ ❝❤❡ 4❛❧✐ ♠♦❞✐ ♣♦++♦♥♦ ❞✐✈❡♥4❛$❡ ✐♥+4❛❜✐❧✐ +❡ ✐❧ ✈❡44♦$❡ ❞✬♦♥❞❛
k +♦❞❞✐+❢❛ ❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞✐ $✐+♦♥❛♥③❛
k ·B0 = 0 ✭✷✳✷✶✮
✷✽
❞♦✈❡ B0 $ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡-✐❝♦ ❞✬❡/✉✐❧✐❜2✐♦ ❬✶✵❪✳
❯♥♦ 9-❛-♦ ❞✐ ❡/✉✐❧✐❜2✐♦ $ ❞✐ ♠✐♥✐♠❛ ❡♥❡2❣✐❛ ❡ /✉✐♥❞✐✱ 9❡ ✉♥❛ ♣❡2-✉2❜❛③✐♦♥❡
❞❡❢♦2♠❛99❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ✭❝✐♦$ 9❡ k · B0 6= 0✮✱ ❛❧❧♦2❛ 9✐ ❛✈2❡❜❜❡ ✉♥ ❛✉♠❡♥-♦ ❞✐
❡♥❡2❣✐❛✱ ❝✐♦$ ✉♥❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❡♥❡2❣❡-✐❝❛♠❡♥-❡ 9❢❛✈♦2❡✈♦❧❡✱ ❡ ✐❧ 9✐9-❡♠❛ ♥❛-✉✲
2❛❧♠❡♥-❡ 2✐-♦2♥❡2❡❜❜❡ ❛❧ 9✉♦ 9-❛-♦ ❞✐ ❡/✉✐❧✐❜2✐♦✳ ◗✉✐♥❞✐ ❧❡ ♣❡2-✉2❜❛③✐♦♥✐ ❝❤❡
9♦❞❞✐9❢❛♥♦ ❧✬❡/✉❛③✐♦♥❡ ✷✳✷✶ ♣♦99♦♥♦ ❝2❡9❝❡2❡ ❡ ❞✐✈❡♥-❛2❡ ✐♥9-❛❜✐❧✐✳
▲❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞✐ 2✐9♦♥❛♥③❛ 9✐ ♣✉D ❛♥❝❤❡ 9❝2✐✈❡2❡ ✐♥ -❡2♠✐♥✐ ❞❡✐ ♥✉♠❡2✐ m ❡ n
❝♦♠❡✿
k ·B = m
r
Bθ +
n
R0
Bφ = 0 ✭✷✳✷✷✮
◗✉✐♥❞✐✱ ✐♥ ❝♦22✐9♣♦♥❞❡♥③❛✱ ✐❧ ❢❛--♦2❡ ❞✐ 9✐❝✉2❡③③❛ ❞✐✈❡♥-❛✿
q =
r
R0
Bφ(r)
Bθ(r)
= −m
n
✭✷✳✷✸✮
❉❛ /✉❡9-✬✉❧-✐♠❛ ❡/✉❛③✐♦♥❡ 2✐9✉❧-❛ ❝❤✐❛2♦ ❝❤❡ ❧❡ ✐♥9-❛❜✐❧✐-H ▼❍❉ ♣♦99♦♥♦ ❝2❡✲
9❝❡2❡ 9♦❧♦ ✐♥ ❝❡2-❡ ♣♦9✐③✐♦♥✐ 2❛❞✐❛❧✐✱ ❞♦✈❡ ✐❧ ❢❛--♦2❡ ❞✐ 9✐❝✉2❡③③❛ q ❛99✉♠❡ ✈❛❧♦2✐
2❛③✐♦♥❛❧✐✳ K❡2 /✉❡9-♦ ♠♦-✐✈♦✱ -❛❧✐ ♣♦9✐③✐♦♥✐ 9♦♥♦ ❞❡--❡  ❛③✐♦♥❛❧✐ ♦  ✐'♦♥❛♥(✐✱
❝♦9L ❝♦♠❡ ❧❡ ❝♦22✐9♣♦♥❞❡♥-✐ 9✉♣❡2✜❝✐ ♠❛❣♥❡-✐❝❤❡✳
✷✳✷✳✸ ❈❧❛&&✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✐♥&/❛❜✐❧✐/1
▲❡ ✐♥9-❛❜✐❧✐-H ▼❍❉ ❞✐ ✉♥ ♣❧❛9♠❛ ❝♦♥✜♥❛-♦ 9♦♥♦ ✐♥ ❣❡♥❡2❡ ❝❧❛99✐✜❝❛-❡ ✐♥ ❜❛9❡
❛❧❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❛❧ ❝♦♥-♦2♥♦ ❝❤❡ ❝❛2❛--❡2✐③③❛♥♦ ✐❧ 9✐9-❡♠❛✱ ❡ /✉✐♥❞✐ ❡9✐9-♦♥♦
❞✐✈❡29✐ ❝2✐-❡2✐ ❞✐ ❝❧❛99✐✜❝❛③✐♦♥❡✳
▲✬❡❝❝❡99♦ ❞✐ ❡♥❡2❣✐❛ ♣♦-❡♥③✐❛❧❡ ❝❤❡ ♣✉D ❣✉✐❞❛2❡ ✉♥❛ ✐♥9-❛❜✐❧✐-H ✭❝✐♦$ ❝❤❡ ♣✉D
❡99❡2❡ ❝♦♥✈❡2-✐-❛ ✐♥ ❡♥❡2❣✐❛ ❝✐♥❡-✐❝❛ ❡ ♣♦✐ ❞✐99✐♣❛-❛✮ 9✐ ❝❤✐❛♠❛ ❡♥❡ ❣✐❛ ❧✐❜❡ ❛✳
◆❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼❍❉ ❝✐ 9♦♥♦ ❞✉❡ 9♦2❣❡♥-✐ ♣2✐♥❝✐♣❛❧✐ ❞✐ ❡♥❡2❣✐❛ ❧✐❜❡2❛✿ ❧❛ ♣2❡9✲
9✐♦♥❡ ❞✐9✉♥✐❢♦2♠❡ ❞❡❧ ♣❧❛9♠❛ ❡ ❧❛ ❞❡♥9✐-H ❞✐ ❝♦22❡♥-❡ ❞✐9✉♥✐❢♦2♠❡ ♣❛2❛❧❧❡❧❛ ❛❧
❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡-✐❝♦✳ ❙✐ ❞✐9-✐♥❣✉♦♥♦ /✉✐♥❞✐✱ 2✐9♣❡--✐✈❛♠❡♥-❡✱ ✐ ♠♦❞✐ ♣ ❡''✉ ❡✲
❞ ✐✈❡♥ ❡ ✐ ♠♦❞✐ ❝✉  ❡♥(✲❞ ✐✈❡♥✱ ❛ 9❡❝♦♥❞❛ ❞❡❧❧❛ 9♦2❣❡♥-❡ ❞✐ ❡♥❡2❣✐❛ ❧✐❜❡2❛ ❝❤❡
❧✐ -2✐❣❣❡2❛✳
■ ♠♦❞✐ ♣2❡99✉2❡✲❞2✐✈❡♥ 9♦♥♦ ❡99❡♥③✐❛❧♠❡♥-❡ ✐❞2♦❞✐♥❛♠✐❝✐ ❡ 2✐❣✉❛2❞❛♥♦ ✐ ✢✉9✲
9✐ ❞✐ 9❝❛♠❜✐♦✳ ❚❛❧✐ ✐♥9-❛❜✐❧✐-H 9♦♥♦ ❞❡--❡ ❞✐ ✐♥(❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦ ❣✲♠♦❞❡' ❬✶✶❪✱ ❡
✷✾
❧❡ "♦$❣❡♥'✐ ❞✐ ❡♥❡$❣✐❛ ❧✐❜❡$❛ "♦♥♦ ✐ ❣$❛❞✐❡♥'✐ ❞✐ ♣$❡""✐♦♥❡ ❡ ❧❛ ❝✉$✈❛'✉$❛ ❞❡❧
❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡'✐❝♦✳ ❚❛❧✐ ♠♦'✐ "♦♥♦ ❛♥❛❧♦❣❤✐ ❛ 4✉❡❧❧✐ ❝❤❡ "✐ ✈❡$✐✜❝❛♥♦ ✐♥ ✉♥
✢✉✐❞♦ ♦$❞✐♥❛$✐♦✱ 4✉❛♥❞♦ ✉♥ ✢✉✐❞♦ ♣✐8 ❞❡♥"♦ ✭♣❧❛"♠❛✮ "'❛ "✉ ✉♥ ✢✉✐❞♦ ♠❡♥♦
❞❡♥"♦ ✭❝❛♠♣♦✮✳ ■❧ "✐"'❡♠❛✱ "♦''♦ ❧✬❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❣$❛✈✐'>✱ ❛❜❜❛""❛ ❧❛ "✉❛ ❡♥❡$❣✐❛
♣♦'❡♥③✐❛❧❡ "❝❛♠❜✐❛♥❞♦ ✐ ❞✉❡ ✢✉✐❞✐✳ ◆❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼❍❉ ❧❛ ❝✉$✈❛'✉$❛ C ❛♥❛❧♦❣❛
❛❧❧❛ ❣$❛✈✐'> ♥❡✐ ✢✉✐❞✐ ♠❡❝❝❛♥✐❝✐✳
▲❛ ❢♦$♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✐♥"'❛❜✐❧✐'> ❞✐ ✐♥'❡$❝❤❛♥❣❡ ❞❡$✐✈❛ ❞❛❧ ❜✐❧❛♥❝✐♦ ❧♦❝❛❧❡ '$❛ ❣$❛✲
❞✐❡♥'❡ ❞✐ ♣$❡""✐♦♥❡ ❡  ❤❡❛$ ♠❛❣♥❡'✐❝♦ ✭✉♥❛ 4✉❛♥'✐'> ❝❤❡ ♠✐"✉$❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐'>
❞✐ ✈❛$✐❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❞✐$❡③✐♦♥❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡'✐❝♦✮✳ ❚❛❧✐ ✐♥"'❛❜✐❧✐'> ♣♦""♦✲
♥♦ ♣♦$'❛$❡ ❛❧❧❛ ❢♦$♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♠♦❞✐ ❞❡''✐ ❞✐  ❛✉ ❛❣❡ ✭"❛❧"✐❝❝✐❛✮✱ ❝♦♠❡ 4✉❡❧❧✐
♠♦"'$❛'✐ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✱ ❝❛$❛''❡$✐③③❛'✐ ❞❛❧ ❝✐❝❧✐❝♦ ❛❧❧❛$❣❛♠❡♥'♦ ❡ $❡"'$✐♥❣✐♠❡♥'♦
❞❡❧❧❛ "❡③✐♦♥❡ ❞✐ ♣❧❛"♠❛✳
▲❛ "❡❝♦♥❞❛ "♦$❣❡♥'❡ ❞✐ ❡♥❡$❣✐❛ ❧✐❜❡$❛ ❝❛♣❛❝❡ ❞✐ ❞❛$❡ ♦$✐❣✐♥❡ ❛ ✐♥"'❛❜✐❧✐'> ✈✐❡✲
♥❡ ❞❛❧❧❡ ❞✐"✉♥✐❢♦$♠✐'> ♥❡❧❧❛ ❞❡♥"✐'> ❞❡❧❧❛ ❝♦$$❡♥'❡ ♣❛$❛❧❧❡❧❛ ❛❧ ❝❛♠♣♦✳ ❚❛❧✐
✐♥"'❛❜✐❧✐'> "♦♥♦ ❞❡''❡ ❝✉$$❡♥'✲❞$✐✈❡♥ ❡ ❧❛ ❧♦$♦ ♦$✐❣✐♥❡ $✐"✐❡❞❡ ♥❡❧ ❢❛''♦ ❝❤❡ ❝♦$✲
$❡♥'✐ ♣❛$❛❧❧❡❧❡ "✐ ❛''$❛❣❣♦♥♦ '$❛ ❞✐ ❧♦$♦✳ ▲❡ ✐♥"'❛❜✐❧✐'> ❝✉$$❡♥'✲❞$✐✈❡♥ "♣❡""♦
❞❡'❡$♠✐♥❛♥♦ ❞❡✐ ♠♦❞✐ ❞❡''✐ ❞✐ ❦✐♥❦✱ ♣❡$❝❤I ♣♦""♦♥♦ ❛❧'❡$❛$❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❛ ❞✐
♣❧❛"♠❛ ❞❛♥❞♦♥❡ ❧❛ ❢♦$♠❛ ❞✐ ✉♥ ♥♦❞♦ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳
■♥ '❡$♠✐♥✐ ❞❡❧❧✬❛♥❛❧✐"✐ ♠♦❞❛❧❡✱ ✐ ♠♦❞✐ "❛✉"❛❣❡ "♦♥♦ ❛""♦❝✐❛'✐ ❛❧ ♥✉♠❡$♦ ❞✐
♠♦❞♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ m = 0✱ ✐ ♠♦❞✐ ❞✐ ❦✐♥❦ ✐♥✈❡❝❡ "♦♥♦ ♣❡$'✉$❜❛③✐♦♥✐ m = 1 ❬✶✷❪✳
▲❡ ✐♥"'❛❜✐❧✐'> ✜♥ 4✉✐ ♣$❡"❡♥'❛'❡ ✈❛❧❣♦♥♦ ✐♥ ♣❧❛"♠✐ ♣❡$❢❡''❛♠❡♥'❡ ❝♦♥❞✉''✐✈✐ ❡
❋✐❣✉$❛ ✷✳✷✿ ❘❛♣♣$❡"❡♥'❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♠♦❞✐ "❛✉"❛❣❡ m = 0 ✭❛ "✐♥✐"'$❛✮ ❡ ♠♦❞✐ ❦✐♥❦
m = 1 ✭❛ ❞❡"'$❛✮
"♦♥♦ ♣$❡✈✐"'❡ ❞❛❧❧❡ ❡4✉❛③✐♦♥✐ ▼❍❉ ✐❞❡❛❧✐✳ ■♥ ♣$❡"❡♥③❛ ❞✐ $❡"✐"'✐✈✐'> ✜♥✐'❛ ❞❡❧
♣❧❛"♠❛✱ "✐ ♣♦""♦♥♦ ❣❡♥❡$❛$❡ ✉❧'❡$✐♦$✐ ✐♥"'❛❜✐❧✐'>✱ ❝❤❡ "♦♥♦ ❞❡''❡ $❡ ✐ *✐✈❡✳ ▲❛
✸✵
♣✐" ✐♠♣♦%&❛&❡ ❞✐ *✉❡,&❡ ✐♥,&❛❜✐❧✐&0 %❡,✐,&✐✈❡ 2 ❞❛&❛ ❞❛✐ ❝♦,✐❞❞❡&&✐ ♠♦❞✐ ❞✐  ❡❛✲
$✐♥❣✱ ❝❤❡ ❝♦,&✐&✉✐,❝♦♥♦ ❧❡ ♣❡%&✉%❜❛③✐♦♥✐ %❡,✐,&✐✈❡ ❞♦♠✐♥❛♥&✐ ♥❡✐ ♣❧❛,♠✐ ❘❋9✳
❚❛❧✐ ♠♦❞✐ ,♦♥♦ &%✐❣❣❡%❛&✐ ❞❛ ❣%❛❞✐❡♥&✐ ❞✐ ❝♦%%❡♥&❡ ♣❛%❛❧❧❡❧❛ ❛❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡✲
&✐❝♦✱ *✉✐♥❞✐ ❝♦,&✐&✉✐,❝♦♥♦ ❧❛ ❢♦%♠❛ %❡,✐,&✐✈❛ ❞❡✐ ♠♦❞✐ ❞✐ ❦✐♥❦ ✭m = 1✮✳ ■ ♠♦❞✐
❞✐ &❡❛%✐♥❣ ♣%❡♥❞♦♥♦ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞❛❧ ❢❛&&♦ ❝❤❡✱ ✐♥ ♣%❡,❡♥③❛ ❞✐ %❡,✐,&✐✈✐&0✱ ❧❡ ❧✐♥❡❡
❞✐ ❝❛♠♣♦ ♣♦,,♦♥♦ ,&%❛♣♣❛%,✐ ✭✏&❡❛%✑ ✐♥ ✐♥❣❧❡,❡✮ ❡ %✐❝♦♥♥❡&&❡%,✐✱ ❞❡&❡%♠✐♥❛♥✲
❞♦ ✉♥❛ ✈❛%✐❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ &♦♣♦❧♦❣✐❛ ♠❛❣♥❡&✐❝❛ ✭✐❧ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❞❡❧❧❛ $✐❝♦♥♥❡**✐♦♥❡
♠❛❣♥❡ ✐❝❛ ✈❡%%0 ,&✉❞✐❛&♦ ✐♥ ♠❛❣❣✐♦% ❞❡&&❛❣❧✐♦ ♥❡❧ ❝❛♣✐&♦❧♦ ,✉❝❝❡,,✐✈♦✮✳ ▲❛
❝♦♥✜❣✉%❛③✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡&✐❝❛ ❝❤❡ ♥❡ %✐,✉❧&❛ 2 ❝❛%❛&&❡%✐③③❛&❛ ❞❛❧❧❛ ♣%❡,❡♥③❛ ❞✐ ✐*♦✲
❧❡ ♠❛❣♥❡ ✐❝❤❡✱ ❝♦♠❡ *✉❡❧❧❡ ,❝❤❡♠❛&✐③③❛&❡ ✐♥ ❋✐❣✉%❛ ✷✳✸✳ ❚❛❧✐ ✐,♦❧❡ ♠❛❣♥❡&✐❝❤❡
❋✐❣✉%❛ ✷✳✸✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❛ ❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡&✐❝♦ ♥❡❧ ❝❛,♦ ▼❍❉ ✐❞❡❛❧❡
✭❛✮ ❡ ♥❡❧ ❝❛,♦ ▼❍❉ %❡,✐,&✐✈♦ ✭❜✮✱ ❝♦♥ ❧❛ ❢♦%♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥✬✐,♦❧❛ ♠❛❣♥❡&✐❝❛ ❛
,❡❣✉✐&♦ ❞✐ %✐❝♦♥♥❡,,✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡&✐❝❛
♣♦,,♦♥♦ ❝%❡,❝❡%❡ ❡ ,♦✈%❛♣♣♦%,✐ ❛❞ ❛❧&%❡ ✐,♦❧❡ ❢♦%♠❛&❡ ❞❛ ❛❧&%✐ ♠♦❞✐ %❡,✐,&✐✈✐✳
■♥ *✉❡,&♦ ❝❛,♦ ❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ♥♦♥ ,♦♥♦ ♣✐" ❝♦,&%❡&&❡ ❛ ❣✐❛❝❡%❡ ,✉ ✉♥❛ ,✐♥✲
❣♦❧❛ ,✉♣❡%✜❝✐❡ ♠❛❣♥❡&✐❝❛ %❛③✐♦♥❛❧❡ ♠❛ ♣♦,,♦♥♦ %✐❡♠♣✐%❡ &✉&&♦ ✐❧ ✈♦❧✉♠❡ ,✉❧
*✉❛❧❡ ❝✬2 ,&❛&❛ ,♦✈%❛♣♣♦,✐③✐♦♥❡✱ ♣♦%&❛♥❞♦ ❛ ✉♥❛ ,&♦❝❛,&✐❝✐③③❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡
❞✐ ❝❛♠♣♦ ❡ ❛ ✉♥❛ ❝♦♥,❡❣✉❡♥&❡ %✐❞✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❝❛♣❛❝✐&0 ❞✐ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥&♦ ❞❡❧
♣❧❛,♠❛✳
❚✉&&❛✈✐❛ ✐ ♠♦❞✐ ❞✐ &❡❛%✐♥❣ ,♦♥♦ ❛♥❝❤❡ ❝♦✐♥✈♦❧&✐ ♥❡❧❧❛ ♣%♦❞✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦,✐❞✲
❞❡&&❛ ❞✐♥❛♠♦✱ ✉♥ ♠❡❝❝❛♥✐,♠♦ ❝❤❡ ♣❡%♠❡&&❡ ✐❧ ♠❛♥&❡♥✐♠❡♥&♦ ❞❡❧❧❛ ❝♦♥✜❣✉✲
%❛③✐♦♥❡ ,&❛❜✐❧❡ ❞✐ ✉♥ ❘❋9✳
✸✶
✷✳✸ #❧❛&♠❛ ❘❋#
❈♦♠❡ $✐ & ❣✐( ✈✐$*♦ ❛❧ ❝❛♣✐*♦❧♦ ♣/❡❝❡❞❡♥*❡✱ ✐❧ ❘❡✈❡/$❡❞ ❋✐❡❧❞ 5✐♥❝❤ & ✉♥❛ ❝♦♥✲
✜❣✉/❛③✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡*✐❝❛ *♦/♦✐❞❛❧❡ ❛$$✐❛❧$✐♠♠❡*/✐❝❛✱ ✐♥ ❝✉✐ ✐❧ ❝♦♥✜♥❛♠❡♥*♦ ❞❡❧
♣❧❛$♠❛ & ❞♦✈✉*♦ ❛ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡*✐❝♦ *♦/♦✐❞❛❧❡ ✭❣❡♥❡✲
/❛*♦ ♣/✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥*❡ ❞❛ ✉♥ ❝✐/❝✉✐*♦ ❡$*❡/♥♦✮ ❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ ✭❣❡♥❡/❛*♦
❞❛❧❧❛ ❝♦//❡♥*❡ ❞✐ ♣❧❛$♠❛✮✳ ▲❛ ❝❛/❛**❡/✐$*✐❝❛ ♣❡❝✉❧✐❛/❡ ❞✐ ✉♥ ❘❋5 & ❧✬✐♥✈❡/$✐♦♥❡
❋✐❣✉/❛ ✷✳✹✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡*✐❝♦ ✐♥ ✉♥ ❘❋5 ❡ ♣/♦✜❧✐ /❛❞✐❛❧✐ ❞❡❧❧❡
❝♦♠♣♦♥❡♥*✐ *♦/♦✐❞❛❧✐ ❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧✐
❞❡❧ ❝❛♠♣♦ *♦/♦✐❞❛❧❡ ♥❡❧❧❛ /❡❣✐♦♥❡ ❡$*❡/♥❛ ❞❡❧ ♣❧❛$♠❛✱ ❝♦♠❡ ♠♦$*/❛*♦ ✐♥ ❋✐❣✳
✷✳✹✳ ◗✉✐♥❞✐ ❡$✐$*❡ ✉♥❛ ♣♦$✐③✐♦♥❡ /❛❞✐❛❧❡ ❞♦✈❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ *♦/♦✐❞❛❧❡ $✐ ❛♥♥✉❧❧❛✳
▲❛ ❝♦//✐$♣♦♥❞❡♥*❡ $✉♣❡/✜❝✐❡ ♠❛❣♥❡*✐❝❛ & ❞❡**❛ $✉♣❡/✜❝✐❡ ❞✐  ♦✈❡$❝✐❛♠❡♥*♦
❡❞ & $❡❞❡ ❞✐ ♠♦❞✐ m = 0✳
❙✐ ✉$❛♥♦ ❞✉❡ ♣❛/❛♠❡*/✐ ❛❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧✐ ♣❡/ ❞❡$❝/✐✈❡/❡ ❣❧✐ ❡G✉✐❧✐❜/✐ ✐♥ ✉♥ ❘❋5✱
❞❡**✐ ♣❛ ❛♠❡* ♦ ❞✐ ♣✐♥❝❤ Θ ❡ ♣❛ ❛♠❡* ♦ ❞✐  ♦✈❡$❝✐❛♠❡♥*♦ F ✱ ❞❡✜♥✐*✐ ❝♦♠❡✿
Θ =
Bθ(a)
< Bφ >
✭✷✳✷✹✮
F =
Bφ(a)
< Bφ >
✭✷✳✷✺✮
✸✷
❞♦✈❡ < Bφ > ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ +♦,♦✐❞❛❧❡ -✉ ✉♥❛ -❡③✐♦♥❡ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡✳
■❧ ♣❛,❛♠❡+,♦ Θ ❞2 ✉♥❛ ♠✐-✉,❛ ❞✐ 3✉❛♥+♦ ✐❧ ♣❧❛-♠❛ ❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ -♦♥♦ -+,❡++✐
✭♣✐♥❝❤❡❞ ✮ ♥❡❧ +♦,♦❀ ✐❧ ♣❛,❛♠❡+,♦ F ❢♦,♥✐-❝❡ ✐♥✈❡❝❡ ✉♥❛ ♠✐-✉,❛ ❞❡❧❧✬✐♥✈❡,-✐♦♥❡
❞❡❧ ❝❛♠♣♦ +♦,♦✐❞❛❧❡ ❛❧ ❜♦,❞♦ ♣❧❛-♠❛✳
■❧ ❘❡✈❡,-❡❞ ❋✐❡❧❞ <✐♥❝❤ > ❝❛,❛++❡,✐③③❛+♦ ❛♥❝❤❡ ❞❛ ✉♥ ❢❛++♦,❡ ❞✐ -✐❝✉,❡③③❛ q
❜❛--♦ ✭❝♦♥ |q| < 1 -✉ +✉++♦ ✐❧ ,❛❣❣✐♦✮✱ ❝❤❡ ❝❛♠❜✐❛ -❡❣♥♦ ❛❧ ,❛❣❣✐♦ ❞✐ ✐♥✈❡,-✐♦♥❡✳
▲❛ ❋✐❣✉,❛ ✷✳✺ ♠♦-+,❛ ✐❧ +✐♣✐❝♦ ❛♥❞❛♠❡♥+♦ ❞❡❧ ❢❛++♦,❡ q ♣❡, ✉♥ ❘❋< ❡ ♠♦-+,❛ ❧❛
♣♦-✐③✐♦♥❡ ,❛❞✐❛❧❡ ❞✐ ❞✐✈❡,-✐ ♠♦❞✐ m = 1 ❧✉♥❣♦ +✉++♦ ✐❧ ♣❧❛-♠❛ ❡ ❞✐ ♠♦❞✐ m = 0
✐♥ ❝♦,,✐-♣♦♥❞❡♥③❛ ❞❡❧ ,♦✈❡-❝✐❛♠❡♥+♦✳ ▲❛ ❋✐❣✉,❛ ♠♦-+,❛ ❛♥❝❤❡ ✐❧ ❢❛++♦,❡ ❞✐
-✐❝✉,❡③③❛ ♣❡, ✉♥ +♦❦❛♠❛❦✱ -❡♠♣,❡ ♠❛❣❣✐♦,❡ ❞❡❧❧✬✉♥✐+2✳
❋✐❣✉,❛ ✷✳✺✿ ❚✐♣✐❝♦ ♣,♦✜❧♦ ❞❡❧ ❢❛++♦,❡ ❞✐ -✐❝✉,❡③③❛ ♣❡, +♦❦❛♠❛❦ ❡ ❘❋<
✷✳✸✳✶ ❉✐♥❛♠♦ ❘❋,
❙❡ ❧✬❡3✉✐❧✐❜,✐♦ ❘❋< ❢♦--❡ ❞♦♠✐♥❛+♦ -♦❧♦ ❞❛❧❧❛ ❞✐✛✉-✐♦♥❡ ,❡-✐-+✐✈❛✱ ❛❧❧♦,❛ ❧❛
-❝❛,✐❝❛ -❛,❡❜❜❡ ❧✐♠✐+❛+❛ ♥❡❧ +❡♠♣♦✱ ✐♥ ♣❛,+✐❝♦❧❛,❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥+❡ +♦,♦✐❞❛❧❡
❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡+✐❝♦ ❞♦✈,❡❜❜❡ ❞❡❝❛❞❡,❡ ❝♦♥ ✉♥❛ ❝♦-+❛♥+❡ ❞✐ +❡♠♣♦ ❞❛+❛
❞❛❧❧❛ ,❡-✐-+✐✈✐+2 ❞❡❧ ♣❧❛-♠❛ -+❡--♦❬✻❪✳ ■♥✈❡❝❡ -✐ ♦--❡,✈❛ -♣❡,✐♠❡♥+❛❧♠❡♥+❡ ❝❤❡
✸✸
❧❛ ❝♦♥✜❣✉(❛③✐♦♥❡ ❘❋. / ♠❛♥1❡♥✉1❛ ♣❡( ✉♥ 1❡♠♣♦ ♠♦❧1♦ ♣✐3 ❧✉♥❣♦✱ ❧✐♠✐1❛1♦
5♦❧1❛♥1♦ ❞❛❧❧❛ ❝❛♣❛❝✐17 ❞❡✐ 1(❛5❢♦(♠❛1♦(✐ ❡51❡(♥✐ ❞✐ ❢♦(♥✐(❡ ❧❛  ❡♥#✐♦♥❡ ❞✐ ❣✐(♦✳
❈✐; 5✉❣❣❡(✐5❝❡ ❧✬✐❞❡❛ ❝❤❡ ❡5✐51❛ ✉♥ ♠❡❝❝❛♥✐5♠♦ ❝❤❡ ❝♦♥1✐♥✉❛♠❡♥1❡ (✐❣❡♥❡(❛ ✐❧
❝❛♠♣♦ 1♦(♦✐❞❛❧❡ ♣❡(5♦ ❛ ❝❛✉5❛ ❞❡❧❧❛ ❞✐✛✉5✐♦♥❡ (❡5✐51✐✈❛✳ ❚❛❧❡ ❡✛❡11♦✱ ❛♥❝♦(❛
♥♦♥ ❞❡❧ 1✉11♦ ❝♦♠♣(❡5♦✱ / ❞❡11♦ ❞✐♥❛♠♦✱ ♣❡(❝❤/ (✐❝♦(❞❛ ❣❧✐ ❛♥❛❧♦❣❤✐ ♣(♦❝❡55✐
❞✐ ❣❡♥❡(❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡1✐❝♦ ❝❤❡ 5✐ ✈❡(✐✜❝❛♥♦ ♥❡❧❧❛ ❚❡((❛ ❡ ♥❡❧❧❡ 51❡❧❧❡✳
❚❛❧❡ ♣(♦❝❡55♦ ❢❛ 5A ❝❤❡ ✐❧ ♣❧❛5♠❛ ♣♦55❛ ✏(✐❧❛55❛(❡✑ ❝♦♥1✐♥✉❛♠❡♥1❡ ✈❡(5♦ ✉♥♦
51❛1♦ ♣(❡❢❡(✐1♦ ❡ ♠❛♥1❡♥❡(❡ 1❛❧❡ ❝♦♥✜❣✉(❛③✐♦♥❡ ✜♥❝❤D / ❣❡♥❡(❛1❛ ❧❛ ❝♦((❡♥1❡
1♦(♦✐❞❛❧❡✳
▲✬❡✛❡11♦ ❞✐♥❛♠♦ ❞7 ♦(✐❣✐♥❡ ❛ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡11(✐❝♦ ED ❝❤❡ 5✐ 5♦♠♠❛✱ ♥❡❧❧❛
❧❡❣❣❡ ❞✐ ❖❤♠✱ ❛❧ ❝❛♠♣♦ ❡51❡(♥♦ ❛♣♣❧✐❝❛1♦ E‖ ❡❞ / ✐♥ ❣(❛❞♦ ❞✐ 5♦51❡♥❡(❡ ❧❛
❞❡♥5✐17 ❞✐ ❝♦((❡♥1❡ ♥❡❧ ♣❧❛5♠❛ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳
E‖ +ED = ηj‖ ✭✷✳✷✻✮
❋✐❣✉(❛ ✷✳✻✿ .(♦✜❧♦ (❛❞✐❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥1❡ ♣❛(❛❧❧❡❧❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡11(✐❝♦ ❡
❞❡❧❧❛ ❞❡♥5✐17 ❞✐ ❝♦((❡♥1❡ ❡ ❝♦♥1(✐❜✉1♦ ❞✐ ❞✐♥❛♠♦ ❬✶✵❪
■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ♣✐3 ✉5❛1♦ ♣❡( ❞❡5❝(✐✈❡(❡ ✐❧ ♠❡❝❝❛♥✐5♠♦ ❞✐ ❞✐♥❛♠♦ / R✉❡❧❧♦ ❞❡❧❧❛
✏❞✐♥❛♠♦ ▼❍❉✑✳ ❙❡❝♦♥❞♦ R✉❡51♦ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡11(✐❝♦ ED / ❣❡♥❡(❛1♦
❞❛❧❧❡ ✐♥51❛❜✐❧✐17 ▼❍❉ ♥❡❧ ♣❧❛5♠❛✳ ❚❛❧✐ ✐♥51❛❜✐❧✐17 ♣(♦❞✉❝♦♥♦ ❞❡❧❧❡ ✢✉11✉❛✲
③✐♦♥✐ ♥❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡1✐❝♦ ❡ ♥❡❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐17 ✐♥ ❣(❛❞♦ ❞✐ ❣❡♥❡(❛(❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦
❡❧❡11(✐❝♦ ❞✐ ❞✐♥❛♠♦✿
ED = 〈v˜ × b˜〉 ✭✷✳✷✼✮
✸✹
❙❡❝♦♥❞♦ ❧❛ (❡♦)✐❛✱ ,♦♥♦ ♣♦,,✐❜✐❧✐ ❞✉❡ ❞✐✛❡)❡♥(✐ )❡❣✐♠✐ ❞✐ ♣)♦❞✉③✐♦♥❡ ❞❡❧ ❝❛♠✲
♣♦ ❞✐ ❞✐♥❛♠♦✳ ◆❡❧ ♣)✐♠♦✱ ❞❡((♦ ❞✐ ▼✉❧#✐♣❧❛ ❊❧✐❝✐#) ✭▼❍✮✱ ♠♦❧(❡ ✐♥,(❛❜✐❧✐(;
▼❍❉✱ ❝♦♥ ✉♥✬❡❧✐❝✐(; ❜❡♥ ❞❡✜♥✐(❛ ✭❝✐♦? ❝♦♥ ❞❡✜♥✐(✐ ♥✉♠❡)✐ m ❡ n✮✱ ✐♥(❡)❛❣✐✲
,❝♦♥♦ ()❛ ❞✐ ❧♦)♦ ♣❡) ♣)♦❞✉))❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦✳ ◆❡❧ ,❡❝♦♥❞♦ )❡❣✐♠❡✱ ❞❡((♦ ❞✐ ❙✐♥❣♦❧❛
❊❧✐❝✐#) ✭❙❍✮✱ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ❞✐ ❞✐♥❛♠♦ ? ❣❡♥❡)❛(♦ ,♦❧♦ ❞❛ ✉♥❛ ,✐♥❣♦❧❛ ✐♥,(❛❜✐❧✐(;✳
■❧ )❡❣✐♠❡ ▼❍ )❛♣♣)❡,❡♥(❛ ❧❡ ♦♣❡)❛③✐♦♥✐ ,(❛♥❞❛)❞ ✐♥ ✉♥ ❘❋C✳ ▲❛ ♣)❡,❡♥③❛ ❞✐
♠♦❧(✐ ♠♦❞✐ ❞✐ (❡❛)✐♥❣ )❡,✐,(✐✈✐ (✉((❛✈✐❛ ♣)♦❞✉❝❡ ♠♦❧(❡ ✐,♦❧❡ ♠❛❣♥❡(✐❝❤❡ ❡ ,(♦✲
❝❛,(✐❝✐(; ❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦✳ ■❧ )❡❣✐♠❡ ❙❍✱ ❝❤❡ ❝♦,(✐(✉✐)❡❜❜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡
✐❞❡❛❧❡ ❞✐ ♦♣❡)❛(✐✈✐(; ❞✐ ✉♥ ❘❋C✱ ♥♦♥ ? ❛♥❝♦)❛ ♠❛✐ ,(❛(♦ ♦,,❡)✈❛(♦✳ ❚✉((❛✈✐❛
? ,(❛(♦ ♦,,❡)✈❛(♦ )❡❝❡♥(❡♠❡♥(❡ ✉♥ )❡❣✐♠❡ ✐♥(❡)♠❡❞✐♦ ✐♥ ❝✉✐ ❧♦ ,♣❡(()♦ ♠❛✲
❣♥❡(✐❝♦ ❞❡❧ ♣❧❛,♠❛ ❤❛ ✉♥ ♠♦❞♦ ❞♦♠✐♥❛♥(❡ ✭m = 1, n = n0✮✳ ❚✉((✐ ❣❧✐ ❛❧()✐
♠♦❞✐ m = 1✱ ❞❡((✐ .❡❝♦♥❞❛1✐✱ ♥♦♥ ,✐ ❛♥♥✉❧❧❛♥♦ ❞❡❧ (✉((♦✱ ❝♦♠❡ ♣)❡✈✐,(♦ ❞❛❧❧❛
(❡♦)✐❛✱ ❡ ♣❡) H✉❡,(♦ ♠♦(✐✈♦ (❛❧❡ ,(❛(♦ ? ❞❡((♦ )❡❣✐♠❡ ❞✐ ◗✉❛.✐ ❙✐♥❣♦❧❛ ❊❧✐❝✐#)
✭◗❙❍✮ ❬✶✸❪✳ ▲❛ ❋✐❣✉)❛ ✷✳✼ ♠♦,()❛ ❧♦ ,♣❡(()♦ (✐♣✐❝♦ ❞❡✐ ♠♦❞✐ ♠❛❣♥❡(✐❝✐ ♥❡✐
)❡❣✐♠✐ ▼❍ ❡ ◗❙❍ ♦,,❡)✈❛(✐✳ ❇✐,♦❣♥❛ ♥♦(❛)❡ ❝❤❡ ❧❛ ()❛♥,✐③✐♦♥❡ ❛❧ )❡❣✐♠❡ ◗❙❍
,✐ ? ✜♥♦)❛ ✈❡)✐✜❝❛(❛ ,♦❧♦ ❛❞ ❛❧(✐ ✈❛❧♦)✐ ❞✐ ❝♦))❡♥(❡✳ ❈♦♠❡ ,✐ ♣✉R ♥♦(❛)❡ ✐♥
❋✐❣✉)❛ ✷✳✽✱ ,✐ ♦,,❡)✈❛ ✉♥❛ H✉❛,✐ ❝✐❝❧✐❝❛ ()❛♥,✐③✐♦♥❡ ()❛ ,(❛(✐ ▼❍ ❡ ◗❙❍✳
❋✐❣✉)❛ ✷✳✼✿ ❊,❡♠♣✐♦ ❞✐ ,♣❡(()♦ ❞❡✐ ♠♦❞✐ ♠❛❣♥❡(✐❝✐ ✐♥ )❡❣✐♠❡ ▼❍ ✭,✐♥✐,()❛✮
❡ ◗❙❍ ✭❞❡,()❛✮
✸✺
❋✐❣✉$❛ ✷✳✽✿ ❈♦$$❡♥.❡ ❞✐ ♣❧❛2♠❛ ✐♥ ✉♥❛ 2❝❛$✐❝❛ ❘❋6 ✭✐♥ ❛❧.♦✮✳ ❚$❛♥2✐③✐♦♥❡
;✉❛2✐ ❝✐❝❧✐❝❛ .$❛ 2.❛.✐ ▼❍ ❡ ◗❙❍ ❞✉$❛♥.❡ ❧❛ ❢❛2❡ ❞✐ ✢❛"✲"♦♣ ❞❡❧❧❛ ❝♦$$❡♥.❡ ✭✐♥
❜❛22♦✮✳ ❙✐ ♥♦.❛ ❝♦♠❡ ✐❧ ♠♦❞♦ (m,n) = (1,−7) ✭❝✉$✈❛ ♥❡$❛✮ 2✐❛ ❞♦♠✐♥❛♥.❡
$✐2♣❡..♦ ❛ .✉..✐ ❣❧✐ ❛❧.$✐ ♠♦❞✐ ✭❝✉$✈❛ $♦22❛✮ ❞✉$❛♥.❡ ✐❧ $❡❣✐♠❡ ◗❙❍✳
✸✻
❈❛♣✐$♦❧♦ ✸
❘✐❝♦♥♥❡,,✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡$✐❝❛
✸✳✶ ❘✐❝♦♥♥❡))✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡-✐❝❛
■ ♣"♦❝❡&&✐ ❞✐ "✐❧❛&&❛♠❡♥-♦ ❝❤❡ ❝❛"❛--❡"✐③③❛♥♦ ✐ ♣❧❛&♠✐ ❘❋2 ❞❡-❡"♠✐♥❛♥♦ ✐❧
"✐❛""❛♥❣✐❛♠❡♥-♦ ❞❡❧❧❛ ❝♦♥✜❣✉"❛③✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡-✐❝❛ ❞❡❧ &✐&-❡♠❛✳ ■❧ ♣"♦❝❡&&♦ ✜✲
&✐❝♦ ❝♦✐♥✈♦❧-♦ ✐♥ 9✉❡&-✐ ❢❡♥♦♠❡♥✐ ❞✐ "✐❧❛&&❛♠❡♥-♦ ; ❝❤✐❛♠❛-♦  ✐❝♦♥♥❡&&✐♦♥❡
♠❛❣♥❡*✐❝❛ ❬✶✹❪✳ ❇❡♥❝❤A ✐ ♠❡❝❝❛♥✐&♠✐ ✜&✐❝✐ ❝❤❡ &-❛♥♥♦ ❛❧❧❛ ❜❛&❡ ❞✐ 9✉❡&-♦ ♣"♦✲
❝❡&&♦ ♥♦♥ &✐❛♥♦ ❛♥❝♦"❛ &-❛-✐ ❞❡❧ -✉--♦ ❝❤✐❛"✐-✐✱ ✐❧ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❞❡❧❧❛ "✐❝♦♥♥❡&&✐♦♥❡
♠❛❣♥❡-✐❝❛ ; ❛♠♣✐❛♠❡♥-❡ "✐❝♦♥♦&❝✐✉-♦ ❝♦♠❡ -"❛ ✐ ♣✐D ✐♠♣♦"-❛♥-✐ ❞❡❧❧❛ ✜&✐❝❛
❞❡✐ ♣❧❛&♠✐ ♠❛❣♥❡-✐③③❛-✐✳ ▲❛ "✐❝♦♥♥❡&&✐♦♥❡ ❣✐♦❝❛ ✉♥ "✉♦❧♦ ♣"✐♥❝✐♣❛❧❡ ♥❡❧❧✬❡✲
✈♦❧✉③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❜"✐❧❧❛♠❡♥-✐ &♦❧❛"✐
✶
✱ ♥❡❧❧✬❡&♣✉❧&✐♦♥❡ ❞✐ ♠❛&&❛ ❝♦"♦♥❛❧❡
✷
✭❈▼❊✱
❝♦ ♦♥❛❧ ♠❛&& ❡❥❡❝*✐♦♥✮✱ ♥❡❧❧✬✐♥-❡"❛③✐♦♥❡ -"❛ ✐❧ ✈❡♥-♦ &♦❧❛"❡
✸
❡ ❧❛ ♠❛❣♥❡-♦&❢❡"❛
-❡""❡&-"❡
✹
✳ ❙✐ ♠❛♥✐❢❡&-❛ ❛♥❝❤❡ ♥❡✐ ♣❧❛&♠✐ ❞✐ ❧❛❜♦"❛-♦"✐♦✱ ❝♦♠❡ ♥❡❧❧❡ ♦&❝✐❧❧❛③✐♦✲
♥✐ ❛ ❞❡♥-❡ ❞✐ &❡❣❛ ❞❡❧❧❛ -❡♠♣❡"❛-✉"❛ ❡❧❡--"♦♥✐❝❛ ❞✐ ✉♥ ❚♦❦❛♠❛❦ ❡ ♥❡✐ ♣"♦❝❡&&✐
✶
❯♥ ❜#✐❧❧❛♠❡♥)♦ +♦❧❛#❡ ♦ ❛♥❝❤❡ ❡#✉③✐♦♥❡ +♦❧❛#❡ 0 ✉♥❛ ✈✐♦❧❡♥)❛ ❡+♣❧♦+✐♦♥❡ ❝❤❡ +✐ ✈❡#✐✜❝❛
+✉❧❧❛ +✉♣❡#✜❝✐❡ ❞❡❧ ❙♦❧❡✳ ❙✐ ♠❛♥✐❢❡+)❛ ❝♦♠❡ ✉♥ ❧❛♠♣♦ ❜#✐❧❧❛♥)❡✱ ❝❤❡ ♣✉9 ♣❡#+✐+)❡#❡ ❞❛
:✉❛❧❝❤❡ +❡❝♦♥❞♦ ❛ :✉❛❧❝❤❡ ♦#❛❬✶✺❪✳
✷
▲❛ ❈♦#♦♥❛ +♦❧❛#❡ 0 ❧✬❛)♠♦+❢❡#❛ ♣✐B ❡+)❡#♥❛ ❞❡❧ ❙♦❧❡✳ ➮ ✈✐+✐❜✐❧❡ ❛❞ ♦❝❝❤✐♦ ♥✉❞♦ +♦❧♦
❞✉#❛♥)❡ ❧❡ ❡❝❧✐++✐ )♦)❛❧✐✳ ▲❛ +✉❛ )❡♠♣❡#❛)✉#❛ ♣✉9 #❛❣❣✐✉♥❣❡#❡ ❞✐✈❡#+✐ ♠✐❧✐♦♥✐ ❞✐ ❣#❛❞✐
❑❡❧✈✐♥✳
✸
■❧ ✈❡♥)♦ +♦❧❛#❡ 0 ✐❧ ✢✉++♦ ❞✐ ♣❧❛+♠❛ ♣#♦✈❡♥✐❡♥)❡ ❞❛❧ ❙♦❧❡✳ ➮ ❝♦♠♣♦+)♦ ♣#✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥)❡
❞❛ ♣#♦)♦♥✐ ❡❞ ❡❧❡))#♦♥✐✱ ♠❛ ♣✉9 )#❛+♣♦#)❛#❡ ❛♥❝❤❡ ✐♦♥✐ ♣✐B ♣❡+❛♥)✐✳ ▲❛ ✈❡❧♦❝✐)H ♠❡❞✐❛ ❛❧❧❛
❞✐+)❛♥③❛ ♠❡❞✐❛ ❚❡##❛✲❙♦❧❡ 0 ❞✐ ❝✐#❝❛ 400 km/s❬✶✺❪✳
✹
K❡# ♠❛❣♥❡)♦+❢❡#❛ +✐ ✐♥)❡♥❞❡ ❧❛ #❡❣✐♦♥❡ ❞✐ +♣❛③✐♦ ❝✐#❝♦+)❛♥)❡ ✉♥ ❝♦#♣♦ ❝❡❧❡+)❡ ❡♥)#♦ ❧❛
:✉❛❧❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡)✐❝♦ ❞❛ ❡++♦ ❣❡♥❡#❛)♦ ❞♦♠✐♥❛ ✐❧ ♠♦)♦ ❞❡❧❧❡ ❡✈❡♥)✉❛❧✐ ♣❛#)✐❝❡❧❧❡ ❝❛#✐❝❤❡
♣#❡+❡♥)✐✳
✸✼
❞✐ "✐❧❛%%❛♠❡♥)♦ ❞❡✐ ❘❡✈❡"%❡❞ ❋✐❡❧❞ .✐♥❝❤❬✶✻❪✳
▲❛ "✐❝♦♥♥❡%%✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡)✐❝❛ ❞❡)❡"♠✐♥❛ ✐❧ ❝❛♠❜✐❛♠❡♥)♦ ❞❡❧❧❛ )♦♣♦❧♦❣✐❛ ❞✐ ✉♥
%❡) ❞✐ ❧✐♥❡❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡)✐❝♦✱ ♣♦")❛♥❞♦ ❛ ✉♥❛ ♥✉♦✈❛ ❝♦♥✜❣✉"❛③✐♦♥❡ ❞✐
❡>✉✐❧✐❜"✐♦✱ ❝❛"❛))❡"✐③③❛)❛ ❞❛ ✉♥✬❡♥❡"❣✐❛ ♠❛❣♥❡)✐❝❛ ♣✐@ ❜❛%%❛✳ ■♥ )❛❧❡ ♣"♦❝❡%✲
%♦ %✐ ❤❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡"%✐♦♥❡ ❞✐ ❡♥❡"❣✐❛ ♠❛❣♥❡)✐❝❛✱ ✏✐♠♠❛❣❛③③✐♥❛)❛✑ ♥❡❧ ❝❛♠♣♦✱ ✐♥
❡♥❡"❣✐❛ ❝✐♥❡)✐❝❛ )"❛♠✐)❡ ❛❝❝❡❧❡"❛③✐♦♥❡ ❡ "✐%❝❛❧❞❛♠❡♥)♦ ❞✐ ♣❛")✐❝❡❧❧❡ ❝❛"✐❝❤❡✳
■❧ ♣"♦❝❡%%♦ ❞✐ "✐❝♦♥♥❡%%✐♦♥❡ ♣✉E %✈✐❧✉♣♣❛"%✐ ✐♥ "❡❣✐♦♥✐ ❧♦❝❛❧✐③③❛)❡✱ ❞♦✈❡ ❧❛ "❡✲
%✐%)✐✈✐)F ❞❡❧ ♣❧❛%♠❛ G ♥♦♥ ♥✉❧❧❛✳ ❇✐%♦❣♥❛ ♥♦)❛"❡ ❝❤❡ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼❍❉ ✐❞❡❛❧❡
✭η = 0✮ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥)❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡))"✐❝♦ ♣❛"❛❧❧❡❧❛ ❛❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡)✐❝♦ %✐
❛♥♥✉❧❧❛ ✭E‖ = 0✮✱ ❡ ❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡)✐❝♦ %✐ ♠✉♦✈♦♥♦ %❡♠♣"❡ ❝♦♥ ✐❧
♣❧❛%♠❛ ❡ "✐♠❛♥❣♦♥♦ ✐♥)❛))❡ ✭%♦♥♦ ❝♦♥❣❡❧❛'❡✮✳ ◗✉✐♥❞✐ ❧❛ ♠❛❣♥❡)♦✐❞"♦❞✐♥❛♠✐✲
❝❛ ✐❞❡❛❧❡ ♥♦♥ ♣❡"♠❡))❡ ♥❡%%✉♥❛ ✈❛"✐❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ )♦♣♦❧♦❣✐❛ ❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❢♦"③❛✳
▲✬✐♠♠❛❣✐♥❡ ❜❛%❡ ❝❤❡ "❡♥❞❡ ❧✬✐❞❡❛ ❞✐ "✐❝♦♥♥❡%%✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡)✐❝❛ G >✉❡❧❧❛ ♣❡" ❝✉✐
❞✉❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦✱ )"❛%♣♦")❛)❡ ❞❛❧ ♣❧❛%♠❛✱ %✐ ❛✈✈✐❝✐♥❛♥♦ )"❛ ❧♦"♦ ❡ %✐ ❤❛ ❧❛
❢♦"♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❢♦")✐ ❣"❛❞✐❡♥)✐ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❛%%♦❝✐❛)♦✳ ▲✬✐♥)❡"❛③✐♦♥❡ ❞✐ >✉❡%)❡ ❧✐✲
♥❡❡ ♣♦")❛ ❛❧❧❛ ❢♦"♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥♦ %)"❛)♦ ❧♦❝❛❧✐③③❛)♦ ❞✐ ❝♦""❡♥)❡ ✭❝✉))❡♥'✲+❤❡❡' ✮
❞♦✈❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡))"✐❝♦ ♣❛"❛❧❧❡❧♦ E‖ ❞✐✈❡♥)❛ %✉✣❝✐❡♥)❡♠❡♥)❡ ✐♥)❡♥%♦ ❞❛ ✐♥✲
❞✉""❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦")❛♠❡♥)♦ ▼❍❉ ♥♦♥ ✐❞❡❛❧❡ ✭η 6= 0✮ ❡ %✐ ❤❛ ❧❛ "♦))✉"❛ ❡ ❧❛
❝♦♥%❡❣✉❡♥)❡ "✐❝♦♥♥❡%%✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡)✐❝♦✳ ❉✉"❛♥)❡ >✉❡%)♦
♣"♦❝❡%%♦ %✐ ❤❛ ❧❛ ✈❛"✐❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ )♦♣♦❧♦❣✐❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡)✐❝♦ ❡ ❧♦ %✈✐❧✉♣♣♦
❞✐ ❢♦"③❡ ✭❞❡❧ )✐♣♦ j×B✮ ❝❤❡ ❞❡%❡&♠✐♥❛♥♦ ❧❛ ❝♦♥✈❡&.✐♦♥❡ ❞✐ ❡♥❡&❣✐❛ ♠❛❣♥❡%✐❝❛
✐♥ ❡♥❡&❣✐❛ ❝✐♥❡%✐❝❛ ❡ %❡&♠✐❝❛❬✶✻❪✳
■❧ %❡&♠✐♥❡ ✏&✐❝♦♥♥❡..✐♦♥❡✑ 8 ❛♣♣❛&.♦ ♣❡& ❧❛ ♣&✐♠❛ ✈♦❧%❛ ♥❡❧ ✶✾✺✼ ✐♥ ✉♥ ❧❛✈♦&♦
❞✐ >❛&❦❡&❬✶✼❪✱ ✜♥❛❧✐③③❛%♦ ❛❧❧♦ .%✉❞✐♦ ❞❡❧❧❡ .❝❛❧❡ ❡ ❞❡❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐%C ❝♦✐♥✈♦❧%❡ ♥❡❧
&✐❧❛.❝✐♦ ❞✐ ❡♥❡&❣✐❛ ♥❡✐ ♣✐D ❣&❛♥❞✐ ❜&✐❧❧❛♠❡♥%✐ .♦❧❛&✐✱ ♥❡❧❧❡ F✉❛❧✐ .✐ ❤❛ ❧✬❡♠✐.✲
.✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥❛ ❣&❛♥❞✐..✐♠❛ F✉❛♥%✐%C ❞✐ ❡♥❡&❣✐❛ ✭✜♥♦ ❛ 1032erg✮✱ ✐♥ %❡♠♣✐ ♠♦❧%♦
❜&❡✈✐✱ ❞❡❧❧✬♦&❞✐♥❡ ❞❡✐ ♠✐♥✉%✐ ♦ ❞❡❧❧❡ ♦&❡❬✶✽❪✳ ❯♥❛ .%✐♠❛ ❞❡❧ %❡♠♣♦ ❞✐ ❞❡❝❛✲
❞✐♠❡♥%♦ &❡.✐.%✐✈♦ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡%✐❝♦ ♠♦.%&❛ ❝❤❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡&.✐♦♥❡ ❞✐&❡%%❛ ❞✐
❡♥❡&❣✐❛ ♠❛❣♥❡%✐❝❛ ♣❡& ❞✐..✐♣❛③✐♦♥❡ ♦❤♠✐❝❛ &✐❝❤✐❡❞❡&❡❜❜❡ ♠♦❧%✐ ❛♥♥✐✳
▲♦ .%✉❞✐♦ ❞❡❧❧❛ &✐❝♦♥♥❡..✐♦♥❡ ❛✈✈✐❡♥❡ .✉ ❞✐✈❡&.✐ ❢&♦♥%✐ ❝❤❡ ✈❛♥♥♦ ❞❛❧❧❡ ♦..❡&✈❛✲
③✐♦♥✐ ❛.%&♦✜.✐❝❤❡ ❡ .♣❛③✐❛❧✐ ❛❧❧♦ .✈✐❧✉♣♣♦ ❞✐ ♠♦❞❡❧❧✐ %❡♦&✐❝✐✱ ❞❛❧❧❡ .✐♠✉❧❛③✐♦♥✐
♥✉♠❡&✐❝❤❡ ❛❣❧✐ ❡.♣❡&✐♠❡♥%✐ ✐♥ ❧❛❜♦&❛%♦&✐♦✳ ■♥♦❧%&❡ .♦♥♦ .%❛%✐ .✈✐❧✉♣♣❛%✐ ❡
✐♠♣✐❡❣❛%✐ ❞✐✈❡&.✐ ♠❡③③✐ ♣❡& %❛❧❡ .%✉❞✐♦✿ %❡❧❡.❝♦♣✐ ❛ &❛❣❣✐ ❳ ❡ ❯❱✱ ❝♦♠❡ ❛❞
✸✽
❡!❡♠♣✐♦ ❙❖❍❖ ❡ ❚❘❆❈❊✱ !♣❡//0♦❣0❛✜ ❝♦♠❡ ❘❍❊❙❙ ❡ ❍■◆❖❉❊✱ ♥♦♥❝❤: !❛✲
/❡❧❧✐/✐ !♣❛③✐❛❧✐✱ ❝♦♠❡ ❈❧✉!/❡0 ❡ ▼▼❙✱ ❝❤❡ ♣❡0♠❡//♦♥♦ ❧✬❛❝A✉✐!✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❞❛/✐ ✐♥
"✐#✉✱ ♥❡❧❧❡ 0❡❣✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛❣♥❡/♦!❢❡0❛ ❞♦✈❡ ❛✈✈✐❡♥❡ ✐❧ ♣0♦❝❡!!♦ 0✐❝♦♥♥❡//✐✈♦✳
◆♦♥♦!/❛♥/❡ ❣❧✐ !❢♦0③✐ ❝♦♠♣✐✉/✐ ❞❛✐ 0✐❝❡0❝❛/♦0✐ ♥❡❧❧❡ ✉❧/✐♠❡ ❞❡❝❛❞✐✱ ♥♦♥ ❡!✐✲
!/❡ ❛♥❝♦0❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧❧♦ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ✉♥✐✈❡0!❛❧♠❡♥/❡ 0✐❝♦♥♦!❝✐✉/♦✱ ❝❤❡ !♣✐❡❣❤✐ ✐
❢❡♥♦♠❡♥✐ ❛!!♦❝✐❛/✐ ❛❧❧❛ 0✐❝♦♥♥❡!!✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡/✐❝❛✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞❡✜♥✐/✐✈♦ ❞♦✈0G
0✐!♣♦♥❞❡0❡ ❛ ❞❡❧❧❡ ❞♦♠❛♥❞❡ ❝❤❡ ❛♥❝♦0❛ ♥♦♥ ❤❛♥♥♦ 0✐!♣♦!/❛ ❝♦♠❡✱ ❛❞ ❡!❡♠✲
♣✐♦✿ ❝♦♠❡ ❧✬❡♥❡0❣✐❛ ♠❛❣♥❡/✐❝❛ I ❝♦♥✈❡0/✐/❛ ✐♥ ❡♥❡0❣✐❛ ❝✐♥❡/✐❝❛ ❞❡❧❧❡ ♣❛0/✐❝❡❧❧❡
❝❛0✐❝❤❡ ❞❡❧ ♣❧❛!♠❛❄ ◗✉❛❧ I ✐❧ ♠❡❝❝❛♥✐!♠♦ ❞✐ 0✐❧❛!❝✐♦ ✈❡❧♦❝❡✱ ✐♠♣✉❧!✐✈♦✱ ❞❡❧✲
❧✬❡♥❡0❣✐❛ ♠❛❣♥❡/✐❝❛ ❝❤❡ !✐ ✈❡0✐✜❝❛✱ ❛❞ ❡!❡♠♣✐♦✱ ♥❡✐ ❜0✐❧❧❛♠❡♥/✐ !♦❧❛0✐❄ ◗✉❛❧ I
❧✬❡✣❝✐❡♥③❛ ❞✐ ❝♦♥✈❡0!✐♦♥❡❄ ◗✉❛❧ I ❧❛ ❞✐♣❡♥❞❡♥③❛ /0❛ ✐ ♣❛0❛♠❡/0✐ ✜!✐❝✐ ❧♦❝❛❧✐
❡ ❣❧♦❜❛❧✐ ❝❤❡ ❝❛0❛//❡0✐③③❛♥♦ ✐❧ ♣❧❛!♠❛ ♥❡❧ ♣0♦❝❡!!♦ 0✐❝♦♥♥❡//✐✈♦❄
✸✳✶✳✶ ▼❛❣♥❡(♦*❢❡,❛
❋✐❣✉0❛ ✸✳✶✿ ■♠♠❛❣✐♥❡ ❞✐ ❛✉)♦)❛ ❛✉+,)❛❧❡ ♣)❡+❛
❞❛❧ +❛,❡❧❧✐,❡ ■▼❆●❊
▲❛ ♠❛❣♥❡/♦!❢❡0❛ I ❧♦ !♣❛③✐♦ ❛/✲
/♦0♥♦ ❛❧❧❛ ❚❡00❛ ✐♥ ❝✉✐ ❧✬❛③✐♦♥❡
❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❣❡♦♠❛❣♥❡/✐❝♦ I ❞♦✲
♠✐♥❛♥/❡✳ ■❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡/✐❝♦
/❡00❡!/0❡ ✐♥ A✉❡!/❛ 0❡❣✐♦♥❡ ❝✐ ❞✐✲
❢❡♥❞❡ ❞❛❧❧❡ 0❛❞✐❛③✐♦♥✐ ❡ ❞❛❧ ✢✉!✲
!♦ ❞✐ ✐♦♥✐ ❡♥❡0❣❡/✐❝✐ ♣0♦✈❡♥✐❡♥/✐
❞❛❧❧✬❡!/❡0♥♦ ❞❡❧❧✬❛/♠♦!❢❡0❛ /❡0✲
0❡!/0❡✱ ❝♦!/✐/✉✐/♦✱ ✐♥ ❣0❛♥ ♣❛0/❡✱
❞❛❧ ✈❡♥/♦ !♦❧❛0❡✳ ◗✉❡!/✬✉❧/✐♠♦
I✱ ✐♥ ❜✉♦♥❛ ❛♣♣0♦!!✐♠❛③✐♦♥❡✱ ✉♥
♣❧❛!♠❛ ✐❞❡❛❧❡ ✐♥ ❝✉✐ ❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐
❝❛♠♣♦ !✐ ♣♦!!♦♥♦ ❝♦♥!✐❞❡0❛0❡ ❝♦♥❣❡❧❛/❡✳ ■❧ ♣❧❛!♠❛ ❞❡❧ ✈❡♥/♦ !♦❧❛0❡ I ♣❡0✲
/❛♥/♦ ❢♦0③❛/♦ ❛ ♠✉♦✈❡0!✐ !✉ ❧✐♥❡❡ ❞✐✈❡0!❡ ❞❛❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛❣♥❡/♦!❢❡0❛✳ ■♥
A✉❡!/♦ ♠♦❞♦ ❣❧✐ ✐♦♥✐ ♣0♦✈❡♥✐❡♥/✐ ❞❛❧ ❙♦❧❡ ♥♦♥ ❤❛♥♥♦ ♠♦❞♦ ❞✐ ♣❡♥❡/0❛0❡ ❧♦
✏!❝✉❞♦✑ ♠❛❣♥❡/✐❝♦ ❝♦!/✐/✉✐/♦ ❞❛❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❢♦0③❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ /❡00❡!/0❡ ❡ ✐❧ ✈❡♥✲
/♦ I ❞✉♥A✉❡ ❝♦!/0❡//♦ ❛ ❞❡✈✐❛0❡ ❛//♦0♥♦ ❛❧❧❛ ♠❛❣♥❡#♦♣❛✉"❛✱ ✐❧ ❝♦♥✜♥❡ ✐❞❡❛❧❡
✸✾
❝❤❡ #❡♣❛&❛ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ❣❡♦♠❛❣♥❡-✐❝♦ ❡ ✐❧ ♣❧❛#♠❛ -❡&&❡#-&❡ ❞❛❧ ♣❧❛#♠❛ #♦❧❛&❡ ❡❞
✐♥-❡&♣❧❛♥❡-❛&✐♦✳
❚✉--❛✈✐❛✱ ❛♥❝❤❡ #❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉--✐✈✐-4 5 ♠♦❧-♦ ❡❧❡✈❛-❛✱ ♣♦##♦♥♦ ♥❛#❝❡&❡ ❞❡❧❧❡ &❡✲
❣✐♦♥✐ &❡#✐#-✐✈❡ ♥❡❧❧❡ 7✉❛❧✐ #✐ ❤❛ ❧❛ ❢♦&♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❝✉&&❡♥-✲#❤❡❡- ❡ #✐ ✈❡&✐✜❝❛ ✐❧
❢❡♥♦♠❡♥♦ ❞❡❧❧❛ &✐❝♦♥♥❡##✐♦♥❡✳ ■♥ -❛❧ ♠♦❞♦ ❛❧❝✉♥❡ ❧✐♥❡❡ ❞❡❧ ✈❡♥-♦ #♦❧❛&❡ ♣♦#✲
#♦♥♦ &♦♠♣❡&#✐ ❡ &✐❝♦♥❣✐✉♥❣❡&#✐ ❛❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛❣♥❡-♦#❢❡&❛✱ ♣❡&♠❡--❡♥❞♦ ✐♥
7✉❡#-♦ ♠♦❞♦ ❛❣❧✐ ✐♦♥✐ ❡♥❡&❣❡-✐❝✐ ❞✐ ♣❡♥❡-&❛&❡ ♥❡❧❧✬❛-♠♦#❢❡&❛ -❡&&❡#-&❡✳
●❧✐ ❡✈❡♥-✐ ♣✐> ♥♦-✐ ❝❤❡ ❝♦#-✐-✉✐#❝♦♥♦ ❧✬❡✈✐❞❡♥③❛ ❞✐ 7✉❡#-♦ ♣&♦❝❡##♦ #♦♥♦ ❧❡ ❛✉✲
&♦&❡ ♣♦❧❛&✐✱ ❣❧✐ ❛✛❛#❝✐♥❛♥-✐ ❢❡♥♦♠❡♥✐ ♦--✐❝✐ ❝❤❡ #✐ ✈❡&✐✜❝❛♥♦ ♣&✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥-❡ ❛✐
♣♦❧✐✱ ♦✈❡ ❧❛ ❞❡♥#✐-4 ❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❣❡♦♠❛❣♥❡-✐❝♦ 5 ❛❧-❛✳ ▲❛ ❋✐❣✉&❛ ✸✳✶
♠♦#-&❛ ✉♥✬✐♠♠❛❣✐♥❡ ❞❡❧❧✬❛✉&♦&❛ ❛✉#-&❛❧❡ ♣&❡#❛ ❞❛❧ #❛-❡❧❧✐-❡ ■▼❆●❊ ✭■♠❛❣❡%
❢♦% ▼❛❣♥❡*♦♣❛✉-❡ *♦ ❆✉%♦%❛ ●❧♦❜❛❧ ❊①♣❧♦%❛*✐♦♥ ✮❬✶✾❪✳
▼♦❞❡❧❧✐ ♠❛-❡♠❛-✐❝✐ ❡ ❧❡ ♦##❡&✈❛③✐♦♥✐ #♣❡&✐♠❡♥-❛❧✐ ❝♦♥❞♦--❡ ❝♦♥ ❧✬❛✉#✐❧✐♦ ❞✐
#❛-❡❧❧✐-✐ ❣❡♦♠❛❣♥❡-✐❝✐ ❤❛♥♥♦ ♠♦#-&❛-♦ ❧❛ ❢♦&♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ #-&✉--✉&❡ ❞✐ ❝♦&&❡♥-❡
❞♦✈❡ ❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ #✐ ✐♥❝♦♥-&❛♥♦ ✐♥ ♠♦❞♦ ❛♥-✐♣❛&❛❧❧❡❧♦✱ ✐♥ ♣❛&-✐❝♦❧❛&❡ #✉❧
❧❛-♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛-♦ ❞❡❧❧❛ ♠❛❣♥❡-♦#❢❡&❛ ✭♠❛❣♥❡-♦♣❛✉#❛✮ ❡ #✉❧ ❧❛-♦ ♦#❝✉&♦ ✭❝♦❞❛
♠❛❣♥❡-✐❝❛✱ ♦ ♠❛❣♥❡*♦*❛✐❧ ❞❛❧❧✬✐♥❣❧❡#❡✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉&❛ ✸✳✷ #❝❤❡♠❛-✐③③❛ ✐❧ ♣&♦❝❡##♦
❞✐ ✐♥-❡&❛③✐♦♥❡ -&❛ ✐❧ ✈❡♥-♦ #♦❧❛&❡ ❡ ❧❛ ♠❛❣♥❡-♦#❢❡&❛ -❡&&❡#-&❡❀ #♦♥♦ ♠♦#-&❛-❡ ❧❡
❧✐♥❡❡ ❞✐ ❢♦&③❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❣❡♦♠❛❣♥❡-✐❝♦ ❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡-✐❝♦ ✐♥-❡&♣❧❛♥❡-❛✲
&✐♦ ♥♦♥❝❤N ❧❡ &❡❣✐♦♥✐ ❞✐ &✐❝♦♥♥❡##✐♦♥❡ ✐♥ ❝♦&&✐#♣♦♥❞❡♥③❛ ❛❣❧✐ ❳✲♣♦✐♥* ✭✐ ♣✉♥-✐
❞♦✈❡ ❧❡ ❧✐♥❡❡ #✐ ✐♥-❡&#❡❝❛♥♦✮✱ #❡❞❡ ❞✐ ❢♦&♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❝✉&&❡♥-✲#❤❡❡-#✳
❙✐♠✉❧❛③✐♦♥✐ ♥✉♠❡&✐❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛-❡ ❛❧❧❡ ♠✐#✉&❡ ❡✛❡--✉❛-❡ ❞❛✐ #❛-❡❧❧✐-✐ ❤❛♥♥♦
♠♦#-&❛-♦ ❝❤❡✱ ♥❡❧❧❛ ❝♦❞❛ ♠❛❣♥❡-✐❝❛✱ ✐❧ ♣&♦❝❡##♦ ❞✐ &✐❝♦♥♥❡##✐♦♥❡ ❛❝❝❡❧❡&❛ ❣❧✐
❡❧❡--&♦♥✐ ✐♥ ❞✐&❡③✐♦♥❡ ♣❛&❛❧❧❡❧❛ ❛❧❧♦ #-&❛-♦ ❞✐ ❝♦&&❡♥-❡ ❛ ❡♥❡&❣✐❡ ✜♥♦ ❛ ❞✐❡❝✐
✈♦❧-❡ ❧❛ -❡♠♣❡&❛-✉&❛ ✐♦♥✐❝❛ ✐♥✐③✐❛❧❡ ❡ ❣❡♥❡&❛ ✉♥❛ ❝♦❞❛ #♦✈&❛-❡&♠✐❝❛ ♥♦♥ ▼❛①✲
✇❡❧❧✐❛♥❛ ♥❡❧❧❛ ❞✐#-&✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❡♥❡&❣✐❡ ❡❧❡--&♦♥✐❝❤❡❬✷✵❪✳ ❈✐U ❤❛ ♠♦#-&❛-♦ ✉♥
♠❡❝❝❛♥✐#♠♦ ❞✐ ❝♦♥✈❡&#✐♦♥❡ ❞✐ ❡♥❡&❣✐❛ ♠❛❣♥❡-✐❝❛ ✐♥ ❡♥❡&❣✐❛ ❝✐♥❡-✐❝❛ ❡#-&❡♠❛✲
♠❡♥-❡ ❡✣❝✐❡♥-❡✳ ▲❡ ♠✐#✉&❡ ❝♦♥❞♦--❡ ❤❛♥♥♦ ♠♦#-&❛-♦ ❛❧-&❡#W ❝❤❡ ❧♦ #♣❡##♦&❡
❞❡❣❧✐ #-&❛-✐ ❞✐ ❝♦&&❡♥-❡ ❤❛ ❞✐♠❡♥#✐♦♥✐ ❝♦♥❢&♦♥-❛❜✐❧✐ ❝♦♥ ✐❧ ❣✐&♦✲&❛❣❣✐♦ ✐♦♥✐✲
❝♦✱ ❡❞ 5 ❞❡❧❧✬♦&❞✐♥❡ ❞✐ 100km ♥❡❧❧❛ ♠❛❣♥❡-♦#❢❡&❛ ♠❡♥-&❡ 5 ♠♦❧-♦ ♣✐> ❣&❛♥❞❡
✭∼ 1000km✮ ♥❡❧❧❛ ❝♦❞❛✳ X♦✐❝❤5 ✐♦♥✐ ❡❞ ❡❧❡--&♦♥✐ ❤❛♥♥♦ ✉♥ ❝♦♠♣♦&-❛♠❡♥-♦ ❞✐✲
✈❡&#♦ ✐♥ 7✉❡#-❡ &❡❣✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦&&❡♥-❡✱ #✐ ❞❡❞✉❝❡ ❝❤❡ ✐❧ ♣&♦❝❡##♦ &✐❝♦♥♥❡--✐✈♦ ♥♦♥
♣✉U ❡##❡&❡ #-✉❞✐❛-♦ #♦❧♦ #✉❧❧❛ ❜❛#❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛❣♥❡-♦✐❞&♦❞✐♥❛♠✐❝❛ ❝♦♥✈❡♥③✐♦♥❛❧❡
✹✵
❋✐❣✉$❛ ✸✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛ ❞❡❧❧❡ (❡❣✐♦♥✐ ❞✐ (✐❝♦♥♥❡--✐♦♥❡ ♥❡❧❧❛ ♠❛❣♥❡.♦-❢❡(❛ .❡((❡-.(❡
✐❧❧✉+,$❛,❛ ♥❡❧ ❝❛♣✐,♦❧♦ ♣$❡❝❡❞❡♥,❡✱ ♠❛ 5 ♥❡❝❡++❛$✐♦ ❝♦♥+✐❞❡$❛$❡ ✉❧,❡$✐♦$✐ ❝♦♥,$✐✲
❜✉,✐ ✭❝♦♠❡ ❧✬❡✛❡,,♦ ❍❛❧❧✮ ♥❡❧❧✬❡=✉❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❖❤♠ ♦ ❛❞♦,,❛$❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ▼❍❉
❛ ❞✉❡ ✢✉✐❞✐❬✶✻❪✱ ✐♥ ❝✉✐ +✐ ♣$❡♥❞♦♥♦ ✐♥ ❝♦♥+✐❞❡$❛③✐♦♥❡ ❧❡ ❞✐✈❡$+❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞✐
✐♦♥✐ ❡❞ ❡❧❡,,$♦♥✐ $✐+♣❡,,♦ ❛❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡,✐❝♦✳
✸✳✶✳✷ ❈♦&♦♥❛ )♦❧❛&❡
▲❛ $✐❝♦♥♥❡++✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡,✐❝❛ 5 ♦$♠❛✐ ❞❛ ,❡♠♣♦ $✐❝♦♥♦+❝✐✉,❛ ❝♦♠❡ ✉♥♦ ❞❡✐ ♣$♦✲
❝❡++✐ ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧✐ ❛❧❧❛ ❜❛+❡ ❞❡❧❧❡ ❛,,✐✈✐,K ❝❤❡ ❛✈✈❡♥❣♦♥♦ ♥❡❧❧❛ ❝♦$♦♥❛ +♦❧❛$❡✳
▲❡ ❧✐♥❡❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡,✐❝♦ ❢♦$♠❛♥♦✱ ♥❡❧❧❛ ❝♦$♦♥❛✱ ❞❡❣❧✐ ❛$❝❤✐ ✭❞❡,,✐ ❛!✲
❝❤✐ ❝♦!♦♥❛❧✐ ✮ ✐ ❝✉✐ ♣✉♥,✐ ❞✐ ❜❛+❡ ✭❞❡,,✐ ❢♦♦*♣♦✐♥*,✮ ❣✐❛❝❝✐♦♥♦ +✉❧❧❛ +✉♣❡$✜❝✐❡
+♦❧❛$❡✱ ❧❛ ❢♦*♦,❢❡!❛✱ ❡ +♦♥♦ ♣✐M ❞❡♥+✐ ♥❡❧❧❡ $❡❣✐♦♥✐ ✭❞❡,,❡ ❛**✐✈❡✮ ❞✐ ♠❛❣❣✐♦$
❛,,✐✈✐,K ♠❛❣♥❡,✐❝❛✱ ❝♦♠❡ ♥❡❧❧❡ ♠❛❝❝❤✐❡ +♦❧❛$✐✳ ▲❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦✱ ❝♦♥❣❡❧❛✲
,❡ ♥❡❧ ♣❧❛+♠❛✱ +♦♥♦ ♠♦++❡ ♣❡$❡♥♥❡♠❡♥,❡ ❞❛✐ ♠♦,✐ ❝♦♥✈❡,,✐✈✐ ❝❤❡ ❛✈✈❡♥❣♦♥♦
✹✶
❋✐❣✉$❛ ✸✳✸✿ ■♠♠❛❣✐♥❡ ❞❡❧ ♣❧❛*♠❛ ❝♦-♦♥❛❧❡ ❞❡❧ ❙♦❧❡ ❛ 103K ♣-❡*❛ ❞❛ ❙❉❖ ✭❙♦❧❛$
❉②♥❛♠✐❝+ ❖❜+❡$✈❛0♦$②✳
)♦++♦ ❧❛ )✉♣❡$✜❝✐❡ )♦❧❛$❡ ❡ 1✉❛♥❞♦ )✐ ❛✈✈✐❝✐♥❛♥♦ ❢$❛ ❧♦$♦ )✐ ❤❛ ❧❛ ❢♦$♠❛③✐♦♥❡
)+$✉++✉$❡ ❞✐ ❝♦$$❡♥+❡ ❡✱ ♣❡$ ❡✛❡++♦ ❞❡❧ ♣$♦❝❡))♦ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡))✐♦♥❡✱ ✐❧ $✐❧❛)❝✐♦ ❞✐
❡♥❡$❣✐❛ ♠❛❣♥❡+✐❝❛ ♥❡❧ ♣❧❛)♠❛ ❝♦$♦♥❛❧❡✳ ❚❛❧❡ $✐❧❛)❝✐♦ ❞✐ ❡♥❡$❣✐❛ ♣✉< ❣❡♥❡$❛$❡
❝❛❧♦$❡✱ ❝♦♠❡ ♥❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞❡❧❧❛ ❝♦$♦♥❛ )♦❧❛$❡ ♦ )✐ ♣✉< ♠❛♥✐❢❡)+❛$❡ ✐♥ $❛♣✐❞❡
❛❝❝❡❧❡$❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❡ ♣❛$+✐❝❡❧❧❡ ❝❛$✐❝❤❡✱ ❝♦♠❡ ♥❡✐ ❜$✐❧❧❛♠❡♥+✐ )♦❧❛$✐✱ ♦ ✐♥ ✈✐♦❧❡♥✲
+✐))✐♠❡ ❡)♣✉❧)✐♦♥✐ ❞✐ ♠❛))❛✱ ❝♦♠❡ ♥❡✐ ❈♦"♦♥❛❧ ▼❛'' ❊❥❡❝,✐♦♥ ✭❈▼❊✮❬✷✶❪✳
■❧ ♣❧❛)♠❛ ❞❡❧❧❛ ❝♦$♦♥❛ ♣✐I ❡)+❡$♥❛✱ ❜❡♥❝❤J ♠♦❧+♦ $❛$❡❢❛++♦✱ ❤❛ ✉♥❛ +❡♠♣❡✲
$❛+✉$❛ ♠♦❧+♦ ❡❧❡✈❛+❛✱ ❝❤❡ )✉♣❡$❛ ✐ 106K✱ ✉♥ ✈❛❧♦$❡ ❞✐ ❣$❛♥ ❧✉♥❣❛ ♠❛❣❣✐♦$❡
❞✐ 1✉❡❧❧♦ ❞❡❧❧❛ ❢♦+♦)❢❡$❛✱ ❝❤❡ K ❞❡❧❧✬♦$❞✐♥❡ ❞❡✐ 103K✳ ▲❛ )♣✐❡❣❛③✐♦♥❡ ✜)✐❝❛
❝♦♠♣❧❡+❛ ❡ ✉♥✐✈❡$)❛❧♠❡♥+❡ $✐❝♦♥♦)❝✐✉+❛ ❞✐ 1✉❡)+♦ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❛♥❝♦$❛ ♥♦♥ ❡)✐✲
)+❡✳ ❚$♦✈❛$❡ ❧❛ )♦❧✉③✐♦♥❡ ❛❧ ✏♣$♦❜❧❡♠❛ ❞❡❧ $✐)❝❛❧❞❛♠❡♥+♦ ❞❡❧❧❛ ❝♦$♦♥❛ )♦❧❛$❡✑
K ✉♥♦ ❞❡✐ ♣$✐♥❝✐♣❛❧✐ ♦❜✐❡++✐✈✐ ❞❡❧❧❛ ✜)✐❝❛ )♦❧❛$❡✳ ❚$❛ ✐ ✈❛$✐ ♠❡❝❝❛♥✐)♠✐ ✜)✐❝✐
❝❤❡ )♦♥♦ )+❛+✐ ♣$♦♣♦)+✐ ♥❡❣❧✐ ❛♥♥✐✱ ✐❧ ♣$♦❝❡))♦ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡))✐♦♥❡ K 1✉❡❧❧♦ ❝❤❡
✐ $✐❝❡$❝❛+♦$✐ ❝♦♥)✐❞❡$❛♥♦ ❝♦♠❡ ❧❛ ♠✐❣❧✐♦$❡ )♦$❣❡♥+❡ ❞✐ ❝❛❧♦$❡ ♥❡❧❧✬❛+♠♦)❢❡$❛
✹✷
 ♦❧❛$❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉$❛ ✸✳✸ - ✉♥✬✐♠♠❛❣✐♥❡ ♣$❡ ❛ ❞❛❧❧❛  3$✉♠❡♥3❛③✐♦♥❡ ❛ ❜♦$❞♦ ❞❡❧
 ❛3❡❧❧✐3❡ ❙❉❖ ✭❙♦❧❛$ ❉②♥❛♠✐❝+ ❖❜+❡$✈❛0♦$② ✮ ❡ ♠♦ 3$❛ ✐❧ ♣❧❛ ♠❛ ❝♦$♦♥❛❧❡ ❛
✉♥❛ 3❡♠♣❡$❛3✉$❛ ❞✐ ❝✐$❝❛ 106K❬✷✷❪✳ ➮ ❡✈✐❞❡♥③✐❛3❛ ✉♥❛ $❡❣✐♦♥❡ ❛33✐✈❛✱  ❡❞❡
❞✐ ✐♥3❡♥ ✐ ❜$✐❧❧❛♠❡♥3✐  ♦❧❛$✐✳
❇!✐❧❧❛♠❡♥(✐ )♦❧❛!✐
■ ❜$✐❧❧❛♠❡♥3✐  ♦❧❛$✐ ✭♦ ✢❛$❡+✱ ✐♥ ✐♥❣❧❡ ❡✮  ✐ ♠❛♥✐❢❡ 3❛♥♦ ❝♦♥ ✉♥ ❜$✉ ❝♦ ❛✉♠❡♥✲
3♦ ❞❡❧❧❡ ❡♠✐  ✐♦♥✐  ✉ 3✉33♦ ❧♦  ♣❡33$♦ ❡❧❡33$♦♠❛❣♥❡3✐❝♦ ❡  ♦♥♦ ❛  ♦❝✐❛3✐ ❛❧❧❛
♣$❡ ❡♥③❛ ❞✐ ♣❛$3✐❝❡❧❧❡ ❛❝❝❡❧❡$❛3❡ ❡✱ ✐♥ E✉❛❧❝❤❡ ❝❛ ♦✱ ❛❧❧✬❡ ♣✉❧ ✐♦♥❡ ❞✐ ❣$❛♥❞✐
E✉❛♥3✐3G ❞✐ ♠❛3❡$✐❛ ✭❈▼❊✮✳ ■ ♣✐K ❣$❛♥❞✐ ❜$✐❧❧❛♠❡♥3✐  ♦❧❛$✐ ♣♦  ♦♥♦ ❡♠❡33❡$❡
❣$❛♥❞✐  ✐♠❡ E✉❛♥3✐3G ❞✐ ❡♥❡$❣✐❛ ✭∼ 1032erg✮❬✷✸❪  ✉  ❝❛❧❡ 3❡♠♣♦$❛❧✐ ❞❡❧❧✬♦$❞✐♥❡
❞❡❧❧❡ ♦$❡✳ ▲❡ ♦  ❡$✈❛③✐♦♥✐✱ ✐♥ ♣❛$3✐❝♦❧❛$❡ ♥❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡✐ $❛❣❣✐ ❳✱ ♠♦ 3$❛♥♦
❝♦♠✉♥E✉❡ ❝❤❡ ❧❛ ♠❛❣❣✐♦$ ♣❛$3❡ ❞❡❧❧✬❡♥❡$❣✐❛ - $✐❧❛ ❝✐❛3❛ ♥❡❧❧❛ ❢❛ ❡ ✐♥✐③✐❛❧❡ ❞❡❧
❜$✐❧❧❛♠❡♥3♦✱  ✉  ❝❛❧❡ 3❡♠♣♦$❛❧✐ ❞❡❧❧✬♦$❞✐♥❡ ❞❡✐ ♠✐♥✉3✐✱ ❡ ❝✐M  ✉❣❣❡$✐ ❝❡ ✉♥✬
❡❧❡✈❛3✐  ✐♠❛ ❡✣❝✐❡♥③❛ ❞✐ ❝♦♥✈❡$ ✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❡♥❡$❣✐❛ ♠❛❣♥❡3✐❝❛✳
▲❡ ❡♥♦$♠✐ E✉❛♥3✐3G ❞✐ ❡♥❡$❣✐❛ $✐❧❛ ❝✐❛3❡ ❤❛♥♥♦ ♣♦$3❛3♦ ❣❧✐  ❝✐❡♥③✐❛3✐✱ ✐♥ ♣❛ ✲
 ❛3♦✱ ❛ ♣❡♥ ❛$❡ ❝❤❡ ❧❛  ♦$❣❡♥3❡ ❞❡❧ $✐ ❝❛❧❞❛♠❡♥3♦ ❝♦$♦♥❛❧❡ $✐ ✐❡❞❡  ❡ ♥❡✐ ❜$✐❧✲
❧❛♠❡♥3✐✳ ❚✉33❛✈✐❛ ❛❧❝✉♥✐  3✉❞✐✱ ❜❛ ❛3✐  ✉❧ ❝❛❧❝♦❧♦ ❞❡❧❧✬❡♥❡$❣✐❛ ♠❡❞✐❛ ❡ ❞❡❧❧❛
❢$❡E✉❡♥③❛ ❞❡✐ ❜$✐❧❧❛♠❡♥3✐✱ ❤❛♥♥♦ $✐❣❡33❛3♦ E✉❡ 3❛ ✐♣♦3❡ ✐✳ ❯♥❛ 3❡♦$✐❛ ❛❧3❡$♥❛✲
3✐✈❛ - E✉❡❧❧❛ ♣$♦♣♦ 3❛ ❞❛ Q❛$❦❡$ ♥❡❧ ✶✾✽✽✱  ❡❝♦♥❞♦ ❧❛ E✉❛❧❡ ❧❛ ❝♦$♦♥❛  ❛$❡❜❜❡
$✐ ❝❛❧❞❛3❛ ❞❛ ✉♥❛  ❡$✐❡ ❞✐ ❡✈❡♥3✐✱ 3✐♣♦ ❜$✐❧❧❛♠❡♥3✐✱ ♣✐K ♣✐❝❝♦❧✐✱ ❝♦♥♦ ❝✐✉3✐ ❝♦♠❡
♥❛♥♦✢❛$❡+ ✭10−9 ❞✐ ✉♥ ✢❛$❡✮❬✶✽❪✳ ❙❡❝♦♥❞♦ E✉❡ 3♦ ♠♦❞❡❧❧♦✱ ✐❧ $✐ ❝❛❧❞❛♠❡♥3♦
❞❡❧❧❛ ❝♦$♦♥❛ ❛✈$❡❜❜❡ ♦$✐❣✐♥❡ ❞❛❧❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡✐ ❝✉$$❡♥3✲ ❤❡❡3 ❛ ♣✐❝❝♦❧❡  ❝❛❧❡
❝❤❡ ✐♥❡✈✐3❛❜✐❧♠❡♥3❡  ✐ ❢♦$♠❛♥♦ ♥❡❧ ♣❧❛ ♠❛ ❝♦$♦♥❛❧❡❬✷✸❪✳ ❚✉33❛✈✐❛ ❧✬♦  ❡$✈❛✲
③✐♦♥❡ ❞✐ E✉❡ 3✐ ❡✈❡♥3✐ $✐ ✉❧3❛ ♠♦❧3♦ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣❡$❝❤W ✐ ♥❛♥♦✢❛$❡  ♦♥♦ ✏♦ ❝✉$❛3✐✑✱
❝♦♥ ✐❞❡$❛3❡ ❧❡ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥✐ ✐♥ ❣✐♦❝♦✱ ❞❛❧ $✉♠♦$❡ ❞❡❧❧✬❛3♠♦ ❢❡$❛ 3✉$❜♦❧❡♥3❛ ❞❡❧
❙♦❧❡❬✷✹❪✳
✸✳✶✳✸ #❧❛&♠✐ ❘❋#
■♥ ✉♥❛  ❝❛$✐❝❛ ❘❋Q✱ ❣❧✐ ❡✈❡♥3✐ ❞✐ $✐❧❛  ❛♠❡♥3♦  ♦♥♦ ❛  ♦❝✐❛3✐ ❛ ♣$♦❝❡  ✐ ❞✐
❛✉3♦✲♦$❣❛♥✐③③❛③✐♦♥❡ ❡ ♣♦  ♦♥♦ ❡  ❡$❡  ✐❛ ❝♦♥3✐♥✉✐ ❝❤❡ ✐♠♣✉❧ ✐✈✐❬✶✻❪✳ ➮  3❛3♦
♠♦ 3$❛3♦ ❝❤❡✱ ❛  ✐❡♠❡ ❛❧❧✬❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❞✐♥❛♠♦ ❝♦♥3✐♥✉❛✱ ❣✐G ✈✐ 3❛ ♥❡❧ ❝❛✲
✹✸
♣✐"♦❧♦ ♣%❡❝❡❞❡♥"❡✱ ❣❧✐ ❘❋. ♠♦0"%❛♥♦ ❞❡✐ %✐❧❛00❛♠❡♥"✐ ❞✐0❝%❡"✐✱ 2✉❛0✐ ❝✐❝❧✐✲
❝✐✱ ❛00♦❝✐❛"✐ ❛ %✐❛%%❛♥❣✐❛♠❡♥"✐ ❞❡❧❧❛ "♦♣♦❧♦❣✐❛ ♠❛❣♥❡"✐❝❛ "%❛♠✐"❡ ♣%♦❝❡00✐ ❞✐
%✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡❬✷✺❪✳ ■♥ ❋✐❣✉%❛ ✸✳✹ 0♦♥♦ ♠♦0"%❛"❡ ❧❛ ❝♦%%❡♥"❡ ❞✐ ♣❧❛0♠❛ ❡ ✐❧ ♣❛%❛✲
❋✐❣✉%❛ ✸✳✹✿ ❚✐♣✐❝❛ ❡✈♦❧✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦--❡♥.❡ ❞✐ ♣❧❛/♠❛ ✭❛✮ ❡ ❞❡❧ ♣❛-❛♠❡.-♦ ❞✐
-♦✈❡/❝✐❛♠❡♥.♦ ✭❜✮ ✐♥ ✉♥❛ /❝❛-✐❝❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞❬✷✺❪✳
♠❡"%♦ ❞✐ %♦✈❡0❝✐❛♠❡♥"♦ F ✭❡2✉✳ ✷✳✷✺✮ ♣❡% ✉♥❛ "✐♣✐❝❛ 0❝❛%✐❝❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✳ ❙✐
♥♦"❛ ❝❤❡ ✐❧ ♣❛%❛♠❡"%♦ F ♠♦0"%❛ ❞❡❧❧❡ ❜%✉0❝❤❡✱ 2✉❛0✐ ♣❡%✐♦❞✐❝❤❡✱ ✢✉""✉❛③✐♦♥✐
❛ ✈❛%✐❡ 0❝❛❧❡ ✭0✐❛ ✐♥ ❛♠♣✐❡③③❛ 0✐❛ ✐♥ "❡♠♣♦✮✳ ▲❡ ♣✐H ❣%❛♥❞✐ 0♦♥♦ ❛00♦❝✐❛"❡ ❛✐
♣%♦❝❡00✐ ❞✐ %✐❛%%❛♥❣✐❛♠❡♥"♦ ❞❡❧❧❛ "♦♣♦❧♦❣✐❛ ♠❛❣♥❡"✐❝❛❬✷✺❪✳
➮ 0"❛"♦ ♦00❡%✈❛"♦ ✐♥ ❘❋❳✲♠♦❞ ❝❤❡ ❧❛ %✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡ ♣♦%"❛ ❛❧❧❛ ❢♦%♠❛③✐♦♥❡✱
"♦%♦✐❞❛❧♠❡♥"❡ ❧♦❝❛❧✐③③❛"❛✱ ❞✐ ♣❡%"✉%❜❛③✐♦♥✐ ❞✐ "✐♣♦ m = 0 ❝❤❡ 0✐ ♠✉♦✈♦♥♦
✐♥ ❞✐%❡③✐♦♥❡ "♦%♦✐❞❛❧❡ ❡ ❝❤❡ 0♦♥♦ ❛00♦❝✐❛"❡ ❛❧❧❛ ❣❡♥❡%❛③✐♦♥❡ ❞✐ 0"%✉""✉%❡ ❞✐
❝♦%%❡♥"❡ ✭❝✉%%❡♥"✲0❤❡❡"0✮❬✷✻❪✳ ▲❛ ♣%❡0❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ♣❡%"✉%❜❛③✐♦♥❡ ❧♦❝❛❧✐③③❛"❛
L ❞♦✈✉"❛ ❛❧❧✬✐♥"❡%❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♠♦❞✐ ❞✐ ❞✐♥❛♠♦ m = 1 ❝❤❡ ❞✐✈❡♥"❛ ♠❛00✐♠❛ ✐♥
✉♥❛ %❡❣✐♦♥❡ "♦%♦✐❞❛❧❡ ❧♦❝❛❧✐③③❛"❛ %✐0"%❡""❛ ❛""♦%♥♦ ❛ ✉♥❛ ♣♦0✐③✐♦♥❡ "♦%♦✐❞❛✲
✹✹
❧❡ ✐♥❞✐❝❛'❛ ❝♦♥ Φlock ✭✐❧ ♣+♦❝❡,,♦ - ❝♦♥♦,❝✐✉'♦ ❝♦♠❡ ❧♦❝❦✐♥❣✲✐♥✲♣❤❛+❡✮✳ ▲❛
+❛♣✐❞❛ ❞✐♠✐♥✉③✐♦♥❡ ✭❝+❛,❤✮ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ❞✐ 6✉❡,'✐ ♠♦❞✐ '+❛,❢❡+✐,❝❡ ❡♥❡+❣✐❛
♠❛❣♥❡'✐❝❛ ❛✐ ♠♦❞✐ m = 0✳ ❙✐ ♦,,❡+✈❛ ❝❤❡ ❧✬❛''✐✈✐'; m = 0 ❤❛ ♦+✐❣✐♥❡ ❛❧❧❛
♣♦,✐③✐♦♥❡ Φlock ❡ ,✐ ♠✉♦✈❡ ❝♦♥ ✐❧ ♣❧❛,♠❛ ✐♥ ❞✐+❡③✐♦♥❡ ♦♣♣♦,'❛ ❛❧❧❛ ❝♦++❡♥'❡
'♦+♦✐❞❛❧❡ ✭✈❡+,♦ ❛♥❣♦❧✐ '♦+♦✐❞❛❧✐ ❞❡❝+❡,❝❡♥'✐✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉+❛ ✸✳✺ ♠♦,'+❛ ✐❧ ❝♦♥✲
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❋✐❣✉+❛ ✸✳✺✿ ❈♦♥#♦✉% ♣❧♦# ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥#❡ m = 0 ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡#✐❝♦ ❡
♣❛%❛♠❡#%♦ ❞✐ %♦✈❡0❝✐❛♠❡♥#♦ ✐♥ ✉♥❛ 0❝❛%✐❝❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞
'♦✉+ ♣❧♦' ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥'❡ m = 0 ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ '♦+♦✐❞❛❧❡ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧ '❡♠♣♦
✭❛,❝✐,,❛✮ ❡ ❞❡❧❧✬❛♥❣♦❧♦ '♦+♦✐❞❛❧❡ φ ✭♦+❞✐♥❛'❛✮✱ ♥♦❝❤B ❧✬❛♥❞❛♠❡♥'♦ ❞❡❧ ♣❛+❛♠❡✲
'+♦ F ✭,♦✈+❛♣♣♦,'♦✮✳ ▲❡ ❣+❛❞❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦❧♦+❡ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦
♠❛❣♥❡'✐❝♦✳ ❙✐ ♥♦'❛ ❝♦♠❡✱ ✐♥ ❝♦++✐,♣♦♥❞❡♥③❛ ❞❡❧ ❝+❛,❤ ❞❡❧ ♣❛+❛♠❡'+♦ ❋✱ ✐❧
❝❛♠♣♦ ♠♦,'+❛ ✉♥ ❜+✉,❝♦ ❛✉♠❡♥'♦ ❞✐ ✐♥'❡♥,✐'; ❛''♦+♥♦ ❛ φ = 170◦✳ ▲❛ ♣❡+✲
'✉+❜❛③✐♦♥❡ ,✐ ,♣♦,'❛ ✈❡+,♦ ❛♥❣♦❧✐ '♦+♦✐❞❛❧✐ ❞❡❝+❡,❝❡♥'✐✳
❆❧'+✐ ,'✉❞✐ ❤❛♥♥♦ ♠♦,'+❛'♦ ❝❤❡ ❧❛ +✐❝♦♥♥❡,,✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡'✐❝❛ ✭❣✉✐❞❛'❛ ❞❛ ♠♦❞✐
❞✐ '❡❛+✐♥❣✮ ✐♥ ♣❧❛,♠✐ ❘❋F ❞❡'❡+♠✐♥❛ ✉♥✬❡✣❝✐❡♥'❡ ❛❝❝❡❧❡+❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ♣❛+'✐✲
❝❡❧❧❡ ❝❛+✐❝❤❡✳ ■♥ ♣❛+'✐❝♦❧❛+❡✱ - ,'❛'❛ ♦,,❡+✈❛'♦ ❧♦ ,✈✐❧✉♣♣♦ ❞✐ ✉♥❛ ❝♦❞❛ ♥♦♥✲
▼❛①✇❡❧❧✐❛♥❛ ♥❡❧❧❛ ❞✐,'+✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❣❧✐ ✐♦♥✐❬✷✼❪✳ ◗✉✐♥❞✐ '❛❧❡ ♣+♦❝❡,,♦ ♥♦♥ ♣✉Q
❡,,❡+❡ ❛,,♦❝✐❛'♦ ❛ ♣+♦❝❡,,✐ ❞✬✉+'♦ ❝♦♥ ❛❧'+✐ ✐♦♥✐ ♦ ❡❧❡''+♦♥✐✱ ❝❤❡ ♣♦+'❡+❡❜❜❡+♦
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✐♥✈❡❝❡ ❛ ✉♥❛ ❞✐()*✐❜✉③✐♦♥❡ *❡❣♦❧❛*❡ ♥❡❧❧♦ (♣❛③✐♦ ❞❡❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐)1✳
▲✬♦❜✐❡))✐✈♦ ❞✐ 5✉❡()✐ )❡(✐ 6 ♣*♦♣*✐♦ 5✉❡❧❧♦ ❞✐ ()✉❞✐❛*❡ ❧❡ ♣*♦♣*✐❡)1 ♠❛❣♥❡)✐❝❤❡
❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❛((♦❝✐❛)❡ ❛✐ ❢❡♥♦♠❡♥✐ ❞✐ *✐❝♦♥♥❡((✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡)✐❝❛ ❡ ❛❧❧♦ (✈✐❧✉♣♣♦
❞✐ ❝✉**❡♥)✲(❤❡❡)( ♥❡❧ ♣❧❛(♠❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✳
✸✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐ ❞✐ )✐❝♦♥♥❡,,✐♦♥❡
▲❛ ❝♦♥✜❣✉*❛③✐♦♥❡ ♣✐? (❡♠♣❧✐❝❡ ❝❤❡ (✐ ❛❞♦))❛ (♦❧✐)❛♠❡♥)❡ ♥❡❧❧❛ ❞❡(❝*✐③✐♦♥❡ ❞❡❧
♣*♦❝❡((♦ ❞✐ *✐❝♦♥♥❡((✐♦♥❡ 6 5✉❡❧❧❛ ❞❡❧ ❝♦(✐❞❞❡))♦  !"❛!♦ ♥❡✉!"♦✱ ❝♦♠❡ 5✉❡❧❧♦
♠♦()*❛)♦ ✐♥ ❋✐❣✉*❛ ✸✳✻✳ ▲✬✉♥✐❝❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥)❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❞✐✈❡*(❛ ❞❛ ③❡*♦ 6 By
❋✐❣✉*❛ ✸✳✻✿ ▲✐♥❡❡ ❞✐ ❢♦'③❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡/✐❝♦ ♥❡❧❧♦ 0/'❛/♦ ♥❡✉/'♦✳ ▲❛ ❧✐♥❡❛
❝♦♥/✐♥✉❛ '❛♣♣'❡0❡♥/❛ By(x)❬✹❪✳
❡ ✐❧ (✉♦ ✈❛❧♦*❡ 6 ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐(♣❛*✐ ❞❡❧❧❛ ❝♦♦*❞✐♥❛)❛ ① ✭❧❛ ❢♦*♠❛ ♣✐? ✉(❛)❛
6 5✉❡❧❧❛ ❞❡))❛ ✏❞✐ ❍❛**✐(✑✿ By = tanh x✮✳ ❚❛❧❡ ❝❛♠♣♦ ♣✉K ❡((❡*❡ ❣❡♥❡*❛)♦ ❞❛
✉♥♦ ()*❛)♦ ❞✐ ❝♦**❡♥)❡ ♦♠♦❣❡♥❡♦ ❞✐*❡))♦ ❧✉♥❣♦ z✱ ❝♦♥❝❡♥)*❛)♦ ♥❡❧❧✬✐♥)♦*♥♦ ❞✐
x = 0❬✹❪✳ ▲❛ ❢♦*③❛ ❞✐ ▲♦*❡♥)③ j ×B (♣✐♥❣❡ ✐❧ ♣❧❛(♠❛ ❞❛ ❡♥)*❛♠❜✐ ✐ ❧❛)✐ ✈❡*(♦
❧♦ ()*❛)♦ ♥❡✉)*♦✳ ■♥ ✉♥ ♣❧❛(♠❛ ✐❞❡❛❧❡ )❛❧❡ ❢♦*③❛ 6 ❝♦♥)*❛()❛)❛ ❞❛ ❡✈❡♥)✉❛❧✐
❣*❛❞✐❡♥)✐ ❞✐ ♣*❡((✐♦♥❡✱ *❛❣❣✐✉♥❣❡♥❞♦ ❧✬❡5✉✐❧✐❜*✐♦✳ ■♥ ♣*❡(❡♥③❛ ❞✐ *❡(✐()✐✈✐)1 (✐
❤❛ ✉♥❛ ❢♦*)❡ ✐♥)❡*❛③✐♦♥❡ )*❛ ❧❡ ❧✐♥❡❡✱ ❝❤❡ ♣♦((♦♥♦ ❞✐(❛❝❝♦♣♣✐❛*(✐ ❡ ❞❡)❡*♠✐♥❛*❡
✉♥❛ ♥✉♦✈❛ ❝♦♥✜❣✉*❛③✐♦♥❡ )♦♣♦❧♦❣✐❝❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦✳ ◗✉❡()♦ ♣*♦❝❡((♦ (✐ ❞❡(❝*✐✈❡
❝♦♥ ❧❛ *♦))✉*❛ ❞✐ ❞✉❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ❡ ❧❛ ❝♦♥(❡❣✉❡♥)❡ *✐❝♦♥♥❡((✐♦♥❡ ❝♦♥ ❧❡
❧✐♥❡❡ ❞✐ ♣♦❧❛*✐)1 ♦♣♣♦()❛✱ ❝♦♠❡ ♠♦()*❛)♦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✳ ◆❡❧❧❛ ♥✉♦✈❛ ❣❡♦♠❡)*✐❛
(✐ ♣♦((♦♥♦ ❢♦*♠❛*❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❢♦*③❛ ❝❤✐✉(❡✱ ❞❡))❡ ✐ ♦❧❡ ♠❛❣♥❡!✐❝❤❡✱ ❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐
✹✻
❋✐❣✉$❛ ✸✳✼✿ ▲✐♥❡❡ ❞✐ ❢♦'③❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡/✐❝♦ ❞♦♣♦ ❧❛ '✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡✳❬✹❪✳
❋✐❣✉$❛ ✸✳✽✿ ❋♦'♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✐0♦❧❡ ♠❛❣♥❡/✐❝❤❡ ❛ 0❡❣✉✐/♦ ❞❡❧❧❛ '✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡✳❬✹❪✳
❢♦$③❛ ❛♣❡$0❡✱ ❞❡00❡  ❡♣❛$❛%$✐❝✐ ✭❋✐❣✳ ✸✳✽✮✳
▲❛ ❧✐♥❡❛ ♥❡✉0$❛ ✐♥✐③✐❛❧❡✱ ❝✐♦9 ❧❛ ❧✐♥❡❛ ✐♥✐③✐❛❧♠❡♥0❡ ❝♦$$✐;♣♦♥❞❡♥0❡ ❛ Bz =
0✱ ❞❡❣❡♥❡$❛ ✐♥ ✉♥❛ ;✉❝❝❡;;✐♦♥❡ ❞✐ ♣✉♥0✐ ❞✐ 0✐♣♦ O ✭❖✲♣♦✐♥%✮ ;❡ ;✐ 0$♦✈❛♥♦
❛❧❧✬✐♥0❡$♥♦ ❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❢♦$③❛ ❝❤✐✉;❡ ❡ ♣✉♥0✐ ❞✐ 0✐♣♦ X ✭❳✲♣♦✐♥%✮ ;❡ ;✐ 0$♦✈❛♥♦
❛❧❧✬✐♥❝$♦❝✐♦ 0$❛ ❧❡ ;❡♣❛$❛0$✐❝✐✳
❙✐ ♣✉@ ❞✐♠♦;0$❛$❡ ❝❤❡ ❧✬❡♥❡$❣✐❛ ❞❡❧ ;✐;0❡♠❛✱ ❛ ;❡❣✉✐0♦ ❞❡❧❧❛ $✐❝♦♥♥❡;;✐♦♥❡✱
$✐;✉❧0❛ ♠✐♥♦$❡✱ ❝✐♦9 ✐❧ ;✐;0❡♠❛ ❡✈♦❧✈❡ ✈❡$;♦ ✉♥ ♥✉♦✈♦ ;0❛0♦ ❞✐ ❡A✉✐❧✐❜$✐♦❬✾❪✳
✹✼
✸✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❙✇❡❡,✲.❛0❦❡0
■❧ ♣✐$ %❡♠♣❧✐❝❡ ♠♦❞❡❧❧♦ ❝❤❡ ❢♦-♥✐%❝❡ ✉♥❛ ❞❡%❝-✐③✐♦♥❡ ❛♥❛❧✐2✐❝❛ ❞❡❧ ♣-♦❝❡%%♦ ❞✐
-✐❝♦♥♥❡%%✐♦♥❡ 3 %2❛2♦ ❡❧❛❜♦-❛2♦ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥2❡♠❡♥2❡ ❞❛ ❙✇❡❡2 ✭✶✾✺✽✮ ❡ ❞❛ =❛-✲
❦❡- ✭✶✾✻✸✮ ❡ ♣-❡♥❞❡ ✐❧ ♥♦♠❡ ❞✐ ✏♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❙✇❡❡2✲=❛-❦❡-✑✳ ■♥ E✉❡%2♦ ♠♦❞❡❧❧♦
♥♦♥ %✐ %♣❡❝✐✜❝❛ ❧❛ ❢♦-♠❛ ❛♥❛❧✐2✐❝❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡2✐❝♦ ❡ ❞❡❧❧❛ ✈❡❧♦❝✐2I ❞❡❧
♣❧❛%♠❛❀ %✐ %✉♣♣♦♥❡ %♦❧2❛♥2♦ ❝❤❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦ E %✐❛ ✉♥ ✈❡22♦-❡ ❝♦%2❛♥2❡ ❞✐-❡22♦
❧✉♥❣♦ z ❡ ❝❤❡ ❧❛ -✐❝♦♥♥❡%%✐♦♥❡ ❛✈✈❡♥❣❛ ✐♥ ✉♥♦ %2-❛2♦ -❡%✐%2✐✈♦ ❞✐ ❧✉♥❣❤❡③③❛
2L ❡ %♣❡%%♦-❡ 2l✳ ◗✉❡%2♦ %2-❛2♦ %❡♣❛-❛ ❞✉❡ -❡❣✐♦♥✐ ✐♥ ❝✉✐ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡✲
2✐❝♦ ♣✉♥2❛ ✐♥ ❞✐-❡③✐♦♥✐ ♦♣♣♦%2❡✱ ❝♦♠❡ ♠♦%2-❛2♦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾✳ ■❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐
❙✇❡❡2✲=❛-❦❡- %✐ ❜❛%❛ %✉ ✉♥❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞✐ %2❛③✐♦♥❛-✐❡2I ❞❡❧ ✢✉%%♦✱ E✉✐♥❞✐ ✐
✈❛❧♦-✐ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦✱ ❞❡❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐2I ❡ ❞❡❧❧❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥✐ ❞❡❧❧♦ %2-❛2♦ ❞✐ ❝♦--❡♥2❡
%♦♥♦ ❧❡❣❛2❡ 2-❛ ❞✐ ❧♦-♦✳ ❙✐ ✉%❛ ♣❡-❝✐O ✜%%❛-❡ ✐❧ ✈❛❧♦-❡ ❞✐ ❛❧❝✉♥❡ ❞✐ ❡%%✐✱ ❝♦♠❡
Bi ❡ L✳ ❆❧❧✬❡%2❡-♥♦ ❞❡❧❧♦ %2-❛2♦ ❧❛ -❡%✐%2✐✈✐2I 3 ♥✉❧❧❛✱ ✐❧ ♣❧❛%♠❛ 3 ✐❞❡❛❧❡ ❡ ✐❧
❋✐❣✉-❛ ✸✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ *✐❝♦♥♥❡,,✐♦♥❡ ❞✐ ❙✇❡❡.✲0❛*❦❡*❬✹❪✳
❝❛♠♣♦ -✐%✉❧2❛ ♣❡-❝✐O ❝♦♥❣❡❧❛2♦✱ ♠✉♦✈❡♥❞♦%✐ ✈❡-%♦ ❧♦ %2-❛2♦ ❝♦♥ ✈❡❧♦❝✐2I vi✳
❆❧ ❜♦-❞♦ ❞❡❧❧♦ %2-❛2♦✱ ❞♦✈❡ ❧❛ ❞❡♥%✐2I ❞✐ ❝♦--❡♥2❡ J 3 ♥✉❧❧❛✱ %✐ ❤❛✿
E = viBi ✭✸✳✶✮
✐♥✈❡❝❡ ❛❧ ❝❡♥2-♦✱ ❞♦✈❡ B ≈ 0✱ ✐❧ ❝❛♠♣♦ ✈❛❧❡✿
E = ηJc ✭✸✳✷✮
✹✽
❞♦✈❡ ❝♦♥ ✐❧ ♣❡❞✐❝❡ c )✐ ✐♥*❡♥❞♦♥♦ ✐ ✈❛❧♦,✐ ❛❧ ❝❡♥*,♦ ❞❡❧❧♦ )*,❛*♦ ,❡)✐)*✐✈♦✱
♠❡♥*,❡ ✐ ♣❡❞✐❝✐ i ❡ u )✐ ,✐❢❡,✐)❝♦♥♦ ❛❧ ✢✉))♦ ❡♥*,❛♥*❡ ❡ ✉)❝❡♥*❡ ❞❛❧❧♦ )*,❛*♦✱
,✐)♣❡**✐✈❛♠❡♥*❡✳ ❉❛❧❧❛ ,❡❧❛③✐♦♥❡ µ0J = ∇×B✱ )✐ ♦**✐❡♥❡✿
Jc ≈ 1
µ0
Bi
l
✭✸✳✸✮
❝❤❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛*❛ ❛❧❧❡ ♣,❡❝❡❞❡♥*✐✱ ❞;✿
vi =
η
µ0l
✭✸✳✹✮
=❡, ❧❛ ❧❡❣❣❡ ❞✐ ❝♦♥)❡,✈❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♠❛))❛✱ ❝✐♦? ✉❣✉❛❣❧✐❛♥❞♦ ✐❧ ✢✉))♦ ❞✐ ♠❛))❛
❡♥*,❛♥*❡ 4Lρvi ❛ @✉❡❧❧♦ ✉)❝❡♥*❡ 4lρvu )✐ ❤❛✿
Lvi = lvu ✭✸✳✺✮
❞♦✈❡ vu ? ❧❛ ✈❡❧♦❝✐*; ❞❡❧ ♣❧❛)♠❛ ✉)❝❡♥*❡ ❞❛❧❧♦ )*,❛*♦ ❞✐✛✉)✐✈♦✳ =❡, ❧❛ ❝♦♥)❡,✲
✈❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ✢✉))♦ ♠❛❣♥❡*✐❝♦ )✐ ❤❛✿
viBi = vuBu ✭✸✳✻✮
Bu =
vi
vu
Bi =
l
L
Bi ✭✸✳✼✮
❙✉♣♣♦♥❡♥❞♦ ❝❤❡ ❧❛ ♣,❡))✐♦♥❡ )✐❛ ❝♦)*❛♥*❡ ❞❛♣♣❡,*✉**♦✱ ❧❛ ❢♦,③❛ ♠❛❣♥❡*✐❝❛
❞✐,❡**❛ ❧✉♥❣♦ ❧♦ )*,❛*♦ ,❡)✐)*✐✈♦ ✈❛❧❡✿
JcBu ≃ 1
µ0
BiBu
l
✭✸✳✽✮
◗✉❡)*❛ ❢♦,③❛ ❛❝❝❡❧❡,❛ ✐❧ ♣❧❛)♠❛ ♥❡❧❧♦ )*,❛*♦ ,❡)✐)*✐✈♦✳ ❉❛❧❧❛ ,❡❧❛③✐♦♥❡
ρ(v · ∇v) = J ×B
✱ )✐ ♦**✐❡♥❡ ❛❧❧♦,❛✿
ρ
vu
L
≃ BiBu
µ0l
✭✸✳✾✮
✹✾
❝❤❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛*❛ ❝♦♥ ❧✬❡-✉✳ ✸✳✼✱ ❢♦3♥✐4❝❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐*6 ❞❡❧ ✢✉44♦ ❞✐ ✉4❝✐*❛ ❞❛❧❧♦
4*3❛*♦ 3❡4✐4*✐✈♦✿
vu ≃ Bi√
µ0ρ
≡ vai ✭✸✳✶✵✮
❞♦✈❡ vai > ❧❛ ✈❡❧♦❝✐*6 ❞✐ ❆❧❢✈>♥ 3❡❧❛*✐✈❛ ❛❧ ✢✉44♦ ❡♥*3❛♥*❡✳
◗✉✐♥❞✐ ✐❧ ♣❧❛4♠❛ ❡♥*3❛ ❝♦♥ ✈❡❧♦❝✐*6 vi ❡❞ ❡4❝❡ ❝♦♥ ✈❡❧♦❝✐*6 vai✳ ■❧  ❛""♦ ❞✐
&✐❝♦♥♥❡""✐♦♥❡ Ri > ❞❛*♦ ❞❛❧ 3❛♣♣♦3*♦ ❞✐ -✉❡4*❡ ✈❡❧♦❝✐*6✱ ❡ ❧♦ 4✐ ♣✉C ❡4♣3✐♠❡3❡
❝♦♠❡✿
Ri ≡ vi
cai
=
(
η
Lcai
) 1
2
= S−
1
2
✭✸✳✶✶✮
D❡3 ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❙✇❡❡*✲D❛3❦❡3 ❞✉♥-✉❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐*6 ❞✐ 3✐❝♦♥♥❡44✐♦♥❡ ❞✐♣❡♥❞❡
❞❛❧ ✈❛❧♦3❡ ❞❡❧ ♥✉♠❡3♦ ❞✐ ▲✉♥❞-✉✐4* S✳
✸✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐ ❞✐ )✐❝♦♥♥❡,,✐♦♥❡ ❛..✉❛❧✐
❙❡❜❜❡♥❡ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞✐ ❙✇❡❡*✲D❛3❦❡3 ♣3❡✈❡❞❛ ✉♥✬❡✣❝✐❡♥③❛ ❞✐ ❝♦♥✈❡34✐♦♥❡ ❞❡❧✲
❧✬❡♥❡3❣✐❛ ♠❛❣♥❡*✐❝❛ ❝❤❡ > ♠❛❣❣✐♦3❡ ❞✐ -✉❡❧❧❛ ♦**❡♥✐❜✐❧❡ ❞❛❧ 4♦❧♦ ❞❡❝❛❞✐♠❡♥*♦
3❡4✐4*✐✈♦ ✐♥ ❛44❡♥③❛ ❞✐ ❝✉33❡♥*✲4❤❡❡*4✱ ❣❧✐ 4*✉❞✐ ❡✛❡**✉❛*✐ ❤❛♥♥♦ ♠♦4*3❛*♦ ❝❤❡
✐❧ *❛44♦ ❞✐ 3✐❝♦♥♥❡44✐♦♥❡ ♣3❡✈✐4*♦ > ❝♦♠✉♥-✉❡ ♠♦❧*♦ ❧❡♥*♦ 3✐4♣❡**♦ ❛✐ ❢❡♥♦✲
♠❡♥✐ ❞✐ ❝♦♥✈❡34✐♦♥❡ ❝❤❡ 4✐ ✈❡3✐✜❝❛♥♦ ♣❡3 ❡4❡♠♣✐♦ ♥❡✐ ❜3✐❧❧❛♠❡♥*✐ 4♦❧❛3✐✳ ■♥
*❛❧❡ ♠♦❞❡❧❧♦ ♥♦♥ > ♣♦44✐❜✐❧❡ ❛✉♠❡♥*❛3❡ ✐❧ ✢✉44♦ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡*✐❝♦ ❡♥*3❛♥✲
*❡ ♥❡❧❧♦ 4*3❛*♦ ❞✐✛✉4✐✈♦ ❡ -✉✐♥❞✐ ♥♦♥ > ♣♦44✐❜✐❧❡ ♦**❡♥❡3❡ ❡❧❡✈❛*❡ ♣♦*❡♥③❡ ❞✐
❝♦♥✈❡34✐♦♥❡✳
▲❡ ♥✉♠❡3♦4❡ 4✐♠✉❧❛③✐♦♥✐ ♥✉♠❡3✐❝❤❡ ❡ ❧❡ ❛♥❛❧✐4✐ 4♣❡3✐♠❡♥*❛❧✐ ❝❤❡ 4♦♥♦ 4*❛*❡
❝♦♥❞♦**❡ ✜♥♦ ❛ ♦❣❣✐ ❤❛♥♥♦ ♠♦4*3❛*♦ ❝❤❡✱ ♣❡3 ♦**❡♥❡3❡ ♠♦❞❡❧❧✐ *❡♦3✐❝✐ ❝❤❡
♣❡3♠❡**❛♥♦ ✉♥❛ ♠❛❣❣✐♦3❡ ❡✣❝✐❡♥③❛ ❞✐ ❝♦♥✈❡34✐♦♥❡✱ ❜✐4♦❣♥❛ ❛♥❞❛3❡ ♦❧*3❡ ❧❡
❡-✉❛③✐♦♥✐ ▼❍❉ 3❡4✐4*✐✈❡ ♦3❞✐♥❛3✐❡ ❡ *3❛**❛3❡ ❣❧✐ ✐♦♥✐ ❡ ❣❧✐ ❡❧❡**3♦♥✐ ❝♦♠❡ ❞✉❡
✢✉✐❞✐ 4❡♣❛3❛*✐✳ ➮ ♥❡❝❡44❛3✐♦ -✉✐♥❞✐ ❝♦♥4✐❞❡3❛3❡✱ ♦❧*3❡ ❛❧ *❡3♠✐♥❡ 3❡4✐4*✐✈♦
❝♦❧❧✐4✐♦♥❛❧❡✱ ✐❧ ❝♦♥*3✐❜✉*♦ ❞✐ ❍❛❧❧ ♥❡❧❧✬❡-✉❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❖❤♠ ❣❡♥❡3❛❧✐③③❛*❛✳ ▲❛
♠❛❣❣✐♦3❡ ✈❡❧♦❝✐*6 ❞✐ ❝♦♥✈❡34✐♦♥❡ ❞❡3✐✈❛ ❞❛❧ ❢❛**♦ ❝❤❡ ❧❡ ❡-✉❛③✐♦♥✐ ❛ ❞✉❡ ✢✉✐❞✐
✏♣❡3♠❡**♦♥♦✑ ❛❧❧♦ 4*3❛*♦ ❞✐ ❝♦33❡♥*❡ ❞✐ ❡44❡3❡ ♣✐V 4♣❡44♦ ❞✐ -✉❡❧❧♦ ❞✐ ❙✇❡❡*✲
D❛3❦❡3✳ ❈♦♥ ✉♥♦ 4*3❛*♦ ♣✐V ❛♠♣✐♦ 4✐ ❤❛ ✉♥ ♠❛❣❣✐♦3 ✢✉44♦ ❞✐ ✉4❝✐*❛ ❞❡❣❧✐ ✐♦♥✐
❡ -✉✐♥❞✐ ✉♥❛ 3✐❝♦♥♥❡44✐♦♥❡ ♣✐V ✈❡❧♦❝❡✳ ❉✬❛❧*3❛ ♣❛3*❡✱ 4❡ ❧♦ 4*3❛*♦ ❞✐ ❝♦33❡♥*❡
3❛❣❣✐✉♥❣❡ 4♣❡44♦3✐ ❝♦♥❢3♦♥*❛❜✐❧✐ ❝♦♥ ✐❧ 3❛❣❣✐♦ ❞✐ ❣✐3❛③✐♦♥❡ ✐♦♥✐❝♦✱ 4✐ ❤❛ ✉♥
✺✵
❞✐"❛❝❝♦♣♣✐❛♠❡♥*♦ ❞❛❧ ♠♦*♦ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡**-♦♥✐✳ ■♥ 0✉❡"*♦ ❝❛"♦ ❣❧✐ ✐♦♥✐ "♦♥♦ ♥♦♥
♠❛❣♥❡*✐③③❛*✐ ❡ ♥♦♥ ❤❛♥♥♦ ❞❡-✐✈❛ E ×B✱ ❞❡*❡-♠✐♥❛♥❞♦ ✉♥♦ "0✉✐❧✐❜-✐♦ *-❛ ❧❡
❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❣❧✐ ✐♦♥✐ ❡ 0✉❡❧❧❡ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡**-♦♥✐✳ ◗✉❡"*♦ ❣✐✉"*✐✜❝❛ ❧❛ ♥❡❝❡""✐*9 ❞✐
✐♥*-♦❞✉--❡ ❧✬❡✛❡**♦ ❍❛❧❧ ♥❡❧❧❡ ❡0✉❛③✐♦♥✐ ❞❡❧❧❛ ♠❛❣♥❡*♦✐❞-♦❞✐♥❛♠✐❝❛❬✹❪✳ ❖❧*-❡
❛ 0✉❡"*❡ ❝♦♥"✐❞❡-❛③✐♦♥✐✱ ❧♦ "*✉❞✐♦ ❞❡❧ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❞❡❧❧❛ -✐❝♦♥♥❡""✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡✲
*✐❝❛ ❞❡✈❡ *❡♥❡-❡ ❝♦♥*♦ ❞✐ ✉♥✬✉❧*❡-✐♦-❡ ❡✈✐❞❡♥③❛ "♣❡-✐♠❡♥*❛❧❡✿ ❧❡ "*-✉**✉-❡ ❞✐
❝♦--❡♥*❡ *❡♥❞♦♥♦ ❛ ❢-❛♠♠❡♥*❛-"✐✱ ♠♦"*-❛♥❞♦ ❝❤❡ ❧❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❞❡❣❧✐ "*-❛*✐ D
♠♦❧*♦ ♣✐E ❝♦♠♣❧❡""❛ -✐"♣❡**♦ ❛ 0✉❡❧❧❛ ❞❡❧❧♦ "*-❛*♦ ✏♠♦♥♦❧✐*✐❝♦✑ ❝❤❡ ✐ -✐❝❡-❝❛*♦-✐
❤❛♥♥♦ ❛♥❛❧✐③③❛*♦ ✜♥♦-❛❬✷✽❪✳
✸✳✸ ❋#❛♠♠❡♥(❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ .(#✉((✉#❡ ❞✐ ❝♦##❡♥(❡
❉✐✈❡-"❡ "✐♠✉❧❛③✐♦♥✐ ♥✉♠❡-✐❝❤❡❬✷✾❪ ❤❛♥♥♦ ♠♦"*-❛*♦ ❝❤❡ ❧❡ ♣❛-*✐❝❡❧❧❡ ❝❛-✐❝❤❡
❞✐ ✉♥ ♣❧❛"♠❛✱ ❛ ❞✐✛❡-❡♥③❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞❡❧ ❝✉--❡♥*✲"❤❡❡* ♠♦♥♦❧✐*✐❝♦✱ ♣♦""♦♥♦
❣✉❛❞❛❣♥❛-❡ ❡♥❡-❣✐❡ ✐♥ *❡♠♣✐ ♠♦❧*♦ -❛♣✐❞✐ *-❛♠✐*❡ ✐♥*❡-❛③✐♦♥❡ ♠✉❧*✐♣❧❛ ❝♦♥
❞✐✈❡-"✐ "*-❛*✐ ❞✐ ❝♦--❡♥*❡ ❡ ✐♥ ♠❛♥✐❡-❛ ♠♦❧*♦ ❡✣❝✐❡♥*❡✳
▲❛ ❋✐❣✉-❛ ✸✳✶✵ ♠♦"*-❛ ✉♥♦ "❝❤❡♠❛ ❞✐ *❛❧❡ ♣-♦❝❡""♦ ❞✐ ✐♥*❡-❛③✐♦♥❡ ♠✉❧*✐♣❧❛✿
❋✐❣✉-❛ ✸✳✶✵✿ ■♠♠❛❣✐♥❡ '❝❤❡♠❛*✐❝❛ ❞❡❧ ♣.♦❝❡''♦ ❞✐ ❛❝❝❡❧❡.❛③✐♦♥❡ ♣❡. ✐♥*❡.❛③✐♦♥❡
♠✉❧*✐♣❧❛✳
✉♥❛ ♣❛-*✐❝❡❧❧❛ "❡❣✉❡ ❡""❡♥③✐❛❧♠❡♥*❡ ❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡*✐❝♦ ✜♥❝❤R ♥♦♥
❡♥*-❛ ✐♥ ✉♥ "✐*♦ ❞✐ ❛❝❝❡❧❡-❛③✐♦♥❡ ❛""♦❝✐❛*♦ ❛ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡**-✐❝♦ Ei ❞♦✈❡ ♣✉S
✐♥❝-❡♠❡♥*❛-❡ ❧❛ "✉❛ ❡♥❡-❣✐❛ ❝✐♥❡*✐❝❛✱ -✐♣❡*❡♥❞♦ ✐❧ ♣-♦❝❡""♦ ♥✉♠❡-♦"❡ ✈♦❧*❡✳
✺✶
➮ !"❛"♦ ❛♥❝❤❡ ✐♣♦"✐③③❛"♦ ❝❤❡ ❣❧✐ !".❛"✐ ❞✐ ❝♦..❡♥"❡✱ ❛ ❝❛✉!❛ ❞✐ ✐♥!"❛❜✐❧✐"3✱
!✐ ❢.❛♠♠❡♥"✐♥♦ ❣❡♥❡.❛♥❞♦ ✉♥❛ !".✉""✉.❛ ❣❡.❛.❝❤✐❝❛ ❞✐ ❝✉..❡♥"✲!❤❡❡"! ❝♦♥
!❝❛❧❡ !♣❛③✐❛❧✐ ✈✐❛ ✈✐❛ ♣✐8 ♣✐❝❝♦❧❡ ❝❤❡ !✐ ❡!"❡♥❞♦♥♦ ✜♥♦ ❛❧❧❡ !❝❛❧❡ ✜!✐❝❤❡ ❞♦✲
✈❡ ❧❛ ❞✐✛✉!✐♦♥❡ .❡!✐!"✐✈❛ ; !✉✣❝✐❡♥"❡♠❡♥"❡ ✐♠♣♦."❛♥"❡ ❛ ♣.❡✈❡♥✐.❡ ✉❧"❡.✐♦.✐
❢.❛♠♠❡♥"❛③✐♦♥✐❬✸✵❪✳
■♥ C✉❡!"♦ ♣❛.❛❣.❛❢♦ ; ♣.❡!❡♥"❛"♦ ✐♥ ♣❛."✐❝♦❧❛.❡ ✐❧ ❧❛✈♦.♦ ♣✉❜❜❧✐❝❛"♦ ❞❛ ▼✳
❖♥♦❢.✐✱ ❍✳ ■!❧✐❦❡. ❡ ▲✳ ❱❧❛❤♦!❬✸✶❪✱ ♥❡❧ C✉❛❧❡ !✐ !"✉❞✐❛ ❧✬❛❝❝❡❧❡.❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❡❧❡"✲
".♦♥✐ ❡ ✐♦♥✐ ✐♥ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡"".♦♠❛❣♥❡"✐❝♦ !♦❣❣❡""♦ ❛ ❢.❛♠♠❡♥"❛③✐♦♥❡✳ ●❧✐
❛✉"♦.✐ ❞❡❧❧✬❛."✐❝♦❧♦ ❤❛♥♥♦ !✐♠✉❧❛"♦ ♥✉♠❡.✐❝❛♠❡♥"❡ ❧❡ ❡C✉❛③✐♦♥✐ ▼❍❉ .❡!✐!"✐✲
✈❡ ✐♥ ✉♥ ❞♦♠✐♥✐♦ ".✐❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧❡✱ ❝♦♥ ♥✉♠❡.♦ ❞✐ ❘❡②♥♦❧❞ Rm = 5000✳ ❍❛♥♥♦
✐♠♣♦()♦ ❞❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ✐♥✐③✐❛❧✐ )❛❧✐ ❝❤❡ ✐❧ ♣❧❛(♠❛ (✐❛ ❛ 0✐♣♦(♦ ❡ (♦❣❣❡))♦ ❛
✉♥ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡)✐❝♦ ❞✬❡4✉✐❧✐❜0✐♦ B0 ❝♦♥ ✉♥♦ ()0❛)♦ ❞✐ ❝♦00❡♥)❡ ❛❧ ❝❡♥)0♦ ❞❡❧
❞♦♠✐♥✐♦ ❞✐ (✐♠✉❧❛③✐♦♥❡✿
B0 = By0ŷ +Bz0ẑ ✭✸✳✶✷✮
❞♦✈❡ By0 = ✉♥ ✈❛❧♦0❡ ❝♦()❛♥)❡✱ ♠❡♥)0❡ Bz0 = ❞❛)♦ ❞❛✿
Bz0 = tanh(
x
0.1
)− x/0.1
cosh2(1/0.1)
✭✸✳✶✸✮
◆❡❧❧❡ ❞✐0❡③✐♦♥✐ y ❡ z ✐❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡)✐❝♦ ❞✐ ❡4✉✐❧✐❜0✐♦ = ✉♥✐❢♦0♠❡ ❡ (♦♥♦ ✐♠♣♦✲
()❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ♣❡0✐♦❞✐❝❤❡ ❛❧ ❝♦♥)♦0♥♦✳ ■♥✜♥❡ 4✉❡()♦ ❝❛♠♣♦ ❞✐ ❡4✉✐❧✐❜0✐♦ = ♣❡0✲
)✉0❜❛)♦ )0❛♠✐)❡ ✢✉))✉❛③✐♦♥✐ ✸✲❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧✐ ❛ ❞✐✈❡0❣❡♥③❛ ♥✉❧❧❛✳ ■♥ ❋✐❣✉0❛ ✸✳✶✶
(♦♥♦ ♠♦()0❛)❡ ❧❡ ✐(♦(✉♣❡0✜❝✐ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡))0✐❝♦ (✐♠✉❧❛)♦ ✭E = ηj − v×B✮
❝♦00✐(♣♦♥❞❡♥)✐ ❛ ❞✉❡ ❞✐✈❡0(✐ ✈❛❧♦0✐ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ✐♥ )0❡ ✐()❛♥)✐ ❞✐ )❡♠♣♦ ❞✐✈❡0(✐
✭t = 50τa✱ t = 200τa✱ t = 400τa✱ ❞♦✈❡ τa = ✐❧ )❡♠♣♦ ❞✐ )0❛♥(✐)♦ ❞✐ ❆❧❢✈=♥✮✳
▲✬❡✈♦❧✉③✐♦♥❡ ❞❡❧ (✐()❡♠❛ ♠♦()0❛ ❝❤❡ ❧✬❡4✉✐❧✐❜0✐♦ ✐♥✐③✐❛❧❡ = ♠♦❞✐✜❝❛)♦ ❞❛❧❧❛
❢♦0♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✜❧❛♠❡♥)✐ ❞✐ ❝♦00❡♥)❡✳ ❉♦♣♦ ❝✐0❝❛ 50τa ❧♦ ()0❛)♦ ❞✐ ❝♦00❡♥)❡
✐♥✐③✐❛ ❛ ❢0❛♠♠❡♥)❛0(✐ ❡ ❛ t = 200τa ❧❛ ❢0❛♠♠❡♥)❛③✐♦♥❡ = ♠♦❧)♦ ❡✈✐❞❡♥)❡❀ ❧❛
()0✉))✉0❛ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ❡❧❡))0✐❝♦ = ❝❛0❛))❡0✐③③❛)❛ ❞❛ ♣✐❝❝♦❧❡ 0❡❣✐♦♥✐ ❞♦✈❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦
= ♣✐J ❢♦0)❡✱ ❝✐0❝♦♥❞❛)❡ ❞❛ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✐J ❣0❛♥❞❡ ❝❛0❛))❡0✐③③❛)♦ ❞❛ ✉♥ ✈❛❧♦0❡
❞✐ ❝❛♠♣♦ ♠✐♥♦0❡✳ ■♥✜♥❡✱ ❛ t = 400τa✱ ❧♦ ()0❛)♦ = ❝♦♠♣❧❡)❛♠❡♥)❡ ❞✐()0✉))♦ ❡
✐❧ ❝❛♠♣♦ = ❛❧)❛♠❡♥)❡ ❢0❛♠♠❡♥)❛)♦✳
✺✷
❋✐❣✉$❛ ✸✳✶✶✿ ■!♦!✉♣❡&✜❝✐ ❞❡❧
❝❛♠♣♦ ❡❧❡..&✐❝♦ ❛ t = 50τa✱ t =
200τa ❡ t = 400τa✳ ❙✐ ♥♦.❛
❧❛ ❢&❛♠♠❡♥.❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ !.&❛.♦ ❞✐
❝♦&&❡♥.❡❬✸✶❪✳
*❡$ ❞❡-❡$♠✐♥❛$❡ ❧❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❞❡❧❧❡ ♣❛$-✐❝❡❧✲
❧❡✱ 5♦♥♦ 5-❛-✐ ✐♥✐❡--❛-✐ ♣$♦-♦♥✐ ❡❞ ❡❧❡--$♦♥✐
♥❡❧ ❜♦① ❞❡❧❧❛ 5✐♠✉❧❛③✐♦♥❡✱ ❞♦✈❡ 5✐ ♣♦55♦♥♦
♠✉♦✈❡$❡ 5♦--♦ ❧✬❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❝❛♠♣✐ ❡❧❡--$✐❝✐ ❡
♠❛❣♥❡-✐❝✐ ❝❤❡ $✐♠❛♥❣♦♥♦ ❝♦5-❛♥-✐ ❞✉$❛♥-❡
✐❧ ❧♦$♦ ♠♦-♦✳ ◗✉❡5-♦ > ❣✐✉5-✐✜❝❛-♦ ❞❛❧ ❢❛-✲
-♦ ❝❤❡ ❧✬❡✈♦❧✉③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❝❛♠♣✐ > ♣✐A ❧❡♥-❛ $✐✲
5♣❡--♦ ❛❧ ♣$♦❝❡55♦ ❞✐ ❛❝❝❡❧❡$❛③✐♦♥❡✱ ❞✉$❛♥✲
-❡ ❧❛ B✉❛❧❡ ❧❡ ♣❛$-✐❝❡❧❧❡ ❣✉❛❞❛❣♥❛♥♦ ❡♥❡$❣✐❡
♠♦❧-♦ ❛❧-❡ 5✉ 5❝❛❧❡ -❡♠♣♦$❛❧✐ ❜$❡✈✐✱ ❡ ✐♥ -❛❧✐
-❡♠♣✐ ✐ ❝❛♠♣✐ ♥♦♥ ❝❛♠❜✐❛♥♦ 5✐❣♥✐✜❝❛-✐✈❛✲
♠❡♥-❡✳
❙♦♥♦ 5-❛-✐ 5✐♠✉❧❛-✐ ✈❛❧♦$✐ ✜5✐❝✐ ❝❤❡ 5✐ ❛❞❛-✲
-❛♥♦ ❛❧❧❛ ✜5✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ❝♦$♦♥❛ 5♦❧❛$❡✿ B0 =
100G✱ ❞❡♥5✐-D n0 = 10
9cm−3 ❡ $❡5✐5-✐✈✐-D
η = 2 · 10−6s✱ ❝♦$$✐5♣♦♥❞❡♥-✐ ❛ ✉♥ -❡♠♣♦
❞✐ ❆❧❢✈>♥ τa ≈ 1.44s✳ ❙♦♥♦ 5-❛-❡ ✐♥✐❡--❛-❡
✺✵✵✵✵ ♣❛$-✐❝❡❧❧❡ -❡5- ❝♦♥ ♣♦5✐③✐♦♥✐ $❛♥❞♦♠
♥❡❧ ❜♦① ❞✐ 5✐♠✉❧❛③✐♦♥❡ ❡ ❝♦♥ ✉♥❛ ❞✐5-$✐❜✉✲
③✐♦♥❡ ❞✐ ✈❡❧♦❝✐-D ✐♥✐③✐❛❧❡ ●❛✉55✐❛♥❛ ❛ ✉♥❛
-❡♠♣❡$❛-✉$❛ ❞✐ 1.16 · 1016K✳ ■ ❝❛♠♣✐ ❡❧❡-✲
-$✐❝✐ ❡ ♠❛❣♥❡-✐❝✐ ✉5❛-✐ ♣❡$ ❛❝❝❡❧❡$❛$❡ ❧❡ ♣❛$✲
-✐❝❡❧❧❡ 5♦♥♦ ♦--❡♥✉-❡ ❞❛❧❧❛ 5✐♠✉❧❛③✐♦♥❡ ▼❍❉
❛ t = 50τa✳
▲❛ ❋✐❣✉$❛ ✸✳✶✷ ♣$❡5❡♥-❛ ❧❛ ❞✐5-$✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❧✲
❧✬❡♥❡$❣✐❛ ❝✐♥❡-✐❝❛ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡--$♦♥✐ ✐♥ -$❡ ✐5-❛♥-✐
❞✐✈❡$5✐✳ ▲❡ ♣❛$-✐❝❡❧❧❡ -❡5- 5♦♥♦ $❛♣✐❞❛♠❡♥-❡
❛❝❝❡❧❡$❛-❡ ❛❞ ❛❧-❡ ❡♥❡$❣✐❡ ❡ ❧❛ ❞✐5-$✐❜✉③✐♦♥❡✱
✐♥✐③✐❛❧♠❡♥-❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥❛✱ 5✈✐❧✉♣♣❛ ✉♥❛ ❝♦✲
❞❛ 5♦✈$❛-❡$♠✐❝❛ ❝❤❡ ❝$❡5❝❡ ♥❡❧ -❡♠♣♦✳
▲✬❛❝❝❡❧❡$❛③✐♦♥❡ $❡❧❛-✐✈❛ ❛✐ ♣$♦-♦♥✐ $✐5✉❧-❛
♠❡♥♦ ❡✣❝✐❡♥-❡ $✐5♣❡--♦ ❛ B✉❡❧❧❛ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡-✲
✺✸
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♣✐ ♠♦❧ ♦ ❜!❡✈✐✳ ?❡! 7✉❛♥ ♦ !✐❣✉❛!❞❛ ✐ ♣!♦ ♦♥✐✱ ✐♥✈❡❝❡✱ ❣❧✐ ❛✉ ♦!✐ )♦) ❡♥❣♦♥♦
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❞❛ ✉♥ )✐♥❣♦❧♦ ❝✉!!❡♥ ✲)❤❡❡ ✐♥) ❛❜✐❧❡ ♠❛ ❞❛❧❧❛ ❢♦!♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♠♦❧ ✐ ) !❛ ✐ ❞✐
❝♦!!❡♥ ❡ )✐♠✉❧ ❛♥❡✐✳ ▲✬✐♥ ❡!❛③✐♦♥❡ ♠✉❧ ✐♣❧❛ ❝♦♥  ❛❧✐ ) !✉  ✉!❡ ♣♦ !❡❜❜❡ ❣❡♥❡✲
!❛!❡ ✉♥✬❛❝❝❡❧❡!❛③✐♦♥❡ ♠♦❧ ♦ ♣♦ ❡♥ ❡ )✐❛ ♣❡! ❣❧✐ ❡❧❡  !♦♥✐ ❝❤❡ ♣❡! ❣❧✐ ✐♦♥✐✳
❯♥♦ ❞❡❣❧✐ ♦❜✐❡  ✐✈✐ ❞✐ 7✉❡) ❛  ❡)✐ 8 ✈❡!✐✜❝❛!❡ )❡ ❣❧✐ ) !❛ ✐ ❞✐ ❝♦!!❡♥ ❡ ❝❤❡ )✐
❣❡♥❡!❛♥♦ ♥❡❧ ♣❧❛)♠❛ ❞✐ ❘❋❳ ♣❡! ❡✛❡  ♦ ❞❡❧❧❛ !✐❝♦♥♥❡))✐♦♥❡ )♦♥♦ )♦❣❣❡  ✐ ❛❞
✉♥❛ ❛♥❛❧♦❣❛ ❢!❛♠♠❡♥ ❛③✐♦♥❡ ❡✱ ✐♥ ❝❛)♦ ❛✛❡!♠❛ ✐✈♦✱ ✈❡!✐✜❝❛!❡ )❡✱ ✐♥  ❡!♠✐✲
♥✐ ❞✐ ✈❡❧♦❝✐ G ❞✐ ❆❧❢✈8♥✱ ✐❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ✉)❛ ♦ ❞❛❣❧✐ ❛✉ ♦!✐ ♣❡! ❞❡)❝!✐✈❡!❡ )✐) ❡♠✐
✜)✐❝✐ ♠♦❧ ♦ ❣!❛♥❞✐✱ ❝♦♠❡ ❧❛ ❝♦!♦♥❛ )♦❧❛!❡✱ 8 ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧❡ ❛✐ ♣❧❛)♠✐ ❞✐ ❧❛❜♦!❛✲
 ♦!✐♦✱ ❝❛!❛  ❡!✐③③❛ ✐ ❞❛ ❞✐♠❡♥)✐♦♥✐ ❝❛!❛  ❡!✐) ✐❝❤❡ ❞✐✈❡!)✐ ♦!❞✐♥✐ ❞✐ ❣!❛♥❞❡③③❛
♠✐♥♦!✐✳
✺✹
❋✐❣✉$❛ ✸✳✶✷✿ ❉✐"#$✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❡♥❡$❣✐❛ ❝✐♥❡#✐❝❛ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡##$♦♥✐ ❛❧❧✬✐"#❛♥#❡ ✐♥✐③✐❛❧❡
✭❝✉$✈❛ #$❛##❡❣❣✐❛#❛✮✱ ❛ t = 8 · 10−5s ✭❧✐♥❡❛ ❝♦♥#✐♥✉❛✮ ❡ ❛ t = 3 · 10−5s ✭❧✐♥❡❛ ♠✐"#❛
♣✉♥#♦✲#$❛##♦✮❬✸✶❪✳
✺✺
✺✻
❈❛♣✐$♦❧♦ ✹
❉✐❛❣♥♦+$✐❝❤❡ ❡ ❛♥❛❧✐+✐ ❞❛$✐
✹✳✶ ❉✐❛❣♥♦)*✐❝❤❡
■❧ ❧❛✈♦%♦ ❞✐ (✉❡+,❛ ,❡+✐ +✐ - ❝♦♥❝❡♥,%❛,♦ +✉❧❧♦ +,✉❞✐♦ ❞❡❣❧✐ ❡✛❡,,✐ ♠❛❣♥❡,✐❝✐ ❡
❝✐♥❡,✐❝✐ ❞❡✐ ♣%♦❝❡++✐ ❞✐ %✐❝♦♥♥❡++✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡,✐❝❛ ♥❡❧ ♣❧❛+♠❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✳ ■♥
♣❛%,✐❝♦❧❛%❡✱ +✐ - ❢❛,,♦ ✉+♦ ❞❡❧❧❡ ♠✐+✉%❡ ❡✛❡,,✉❛,❡ ❞❛ ❞✉❡ ❞✐❛❣♥♦+,✐❝❤❡ ❞✐ ❝✉✐
- ❞♦,❛,❛ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐,② ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✿ ✐❧ +✐+,❡♠❛ ✐♥,❡❣%❛,♦ ❞✐ +❡♥+♦%✐ ✐♥,❡%♥✐✱ ■❙■❙✱
♣❡% ❧♦ +,✉❞✐♦ ❞❡❧❧❡ ✢✉,,✉❛③✐♦♥✐ ♠❛❣♥❡,✐❝❤❡✱ ❡ ✉♥♦ +♣❡,,%♦♠❡,%♦ ❝♦♠♣❛,,♦✱ ♣❡%
❧❛ %✐✈❡❧❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♥❡✉,%♦♥✐✳
◆❡✐ ♣❛%❛❣%❛✜ +✉❝❝❡++✐✈✐ +❛%❛♥♥♦ ❞❡+❝%✐,,✐ ,❛❧✐ +✐+,❡♠✐ ❞✐ ❛❝(✉✐+✐③✐♦♥❡ ❞❛,✐ ❡✱
✐♥✜♥❡✱ +❛%C ♣%❡+❡♥,❛,♦ ✐❧ ♠❡,♦❞♦ ❞✐ ❛♥❛❧✐+✐ ❞❛,✐ ✐♠♣✐❡❣❛,♦ ♥❡❧❧♦ +,✉❞✐♦ ❞❡❧❧❡
✢✉,,✉❛③✐♦♥✐ ♠❛❣♥❡,✐❝❤❡ ❣❡♥❡%❛,❡ ❞❛❧❧❛ %✐❝♦♥♥❡++✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡,✐❝❛✳
✹✳✶✳✶ ■❙■❙
■❙■❙✱ ❛❝%♦♥✐♠♦ ❞✐ ■♥"❡❣%❛"❡❞ ❙②*"❡♠ ♦❢ ■♥"❡%♥❛❧ ❙❡♥*♦%*✱ - ✉♥ ✐♥+✐❡♠❡ ❞✐ +❡♥✲
+♦%✐ ,❡%♠✐❝✐✱ ❡❧❡,,%♦+,❛,✐❝✐ ❡ ♠❛❣♥❡,✐❝✐ ♣♦+,✐ ❛❧❧✬✐♥,❡%♥♦ ❞❡❧❧❛ ❝❛♠❡%❛ ❞❛ ✈✉♦,♦
❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✳ ❍❛ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐ ❢♦%♥✐%❡ ❞❛,✐ ❛❞ ❛❧,❛ ❢%❡(✉❡♥③❛ ❛❧
✜♥❡ ❞✐ ♣♦,❡% +,✉❞✐❛%❡ ❧❡ (✉❛♥,✐,C ✜+✐❝❤❡ ✢✉,,✉❛♥,✐ ❛ ❜♦%❞♦ ♣❧❛+♠❛❬✷✺❪✳ ◗✉❡✲
+,✐ +❡♥+♦%✐ +♦♥♦ ❧♦❝❛❧✐③③❛,✐ ❛ ✉♥❛ ♣♦+✐③✐♦♥❡ %❛❞✐❛❧❡ r = 1.03a✱ +♦,,♦ ❧❛ ♣%✐♠❛
♣❛%❡"❡✱ ✉♥❛ +✉♣❡%✜❝✐❡ ❝♦♠♣♦+,❛ ❞❛ ✷✵✶✻ ♠❛,,♦♥❡❧❧❡ ❞✐ ❣%❛✜,❡ ❝❤❡ ♣%♦,❡❣❣♦♥♦
❧❛ ❝❛♠❡%❛ ❞❛ ✈✉♦,♦ ❞❛❧ ♣❧❛+♠❛✱ ❝♦♠❡ ♠♦+,%❛ ❧❛ ❋✐❣✉%❛ +❝❤❡♠❛,✐❝❛ ✹✳✶✳
■♥ (✉❡+,✐ ,❡+✐ +✐ %✐♣♦%,❛♥♦ ✐ %✐+✉❧,❛,✐ %❡❧❛,✐✈✐ ❛❧❧❛ ✢✉,,✉❛③✐♦♥✐ ♠❛❣♥❡,✐❝❤❡ ♦,✲
✺✼
❋✐❣✉$❛ ✹✳✶✿ ■♠♠❛❣✐♥❡ '❝❤❡♠❛*✐❝❛ ❞❡❧ '✐'*❡♠❛ ❞✐ '❡♥'♦.✐ ❞✐ ■❙■❙
*❡♥✉*❡ ❞❛✐ .❡♥.♦$✐ ♠❛❣♥❡*✐❝✐ ❝❤❡ ♠✐.✉$❛♥♦ ❧❛ ❞❡$✐✈❛*❛ *❡♠♣♦$❛❧❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦
♠❛❣♥❡*✐❝♦ *♦$♦✐❞❛❧❡
dBΦ(a)
dt
✱ ❞♦✈❡ ❝♦♥ a .✐ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ♠✐.✉$❛ ❛ ❜♦$❞♦ ♣❧❛.♠❛✳
❚❛❧✐ .❡♥.♦$✐ .♦♥♦ ❝♦.*✐*✉✐*✐ ❞❛ ❜♦❜✐♥❡ ✭♣✐❝❦✲✉♣ ❝♦✐❧(✮ ❡ ❢♦$♠❛♥♦ ❞✉❡ ❛$$❛②
♣♦.*✐ ✐♥ ♣♦.✐③✐♦♥✐ ♣♦❧♦✐❞❛❧✐ θ = 70◦ ❡ θ = 250◦✱ ❞♦✈❡ ❧✬❛♥❣♦❧♦ ♣♦❧♦✐❞❛❧❡ θ = 0
❝♦$$✐.♣♦♥❞❡✱ ♥❡❧❧❛ ♥♦*❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✱ ❛❧❧✬❡B✉❛*♦$❡ ❡.*❡$♥♦ ❞❡❧❧❛ ♠❛❝✲
❝❤✐♥❛✳ ❖❣♥✐ ❛$$❛② D ❝♦.*✐*✉✐*♦ ❞❛ ✹✽ .❡♥.♦$✐ ❞✐.*$✐❜✉✐*✐ ✉♥✐❢♦$♠❡♠❡♥*❡ ✐♥
❞✐$❡③✐♦♥❡ *♦$♦✐❞❛❧❡✳ ▲❛ ❢$❡B✉❡♥③❛ ❞✐ ❝❛♠♣✐♦♥❛♠❡♥*♦ D ❞✐ ✷ ▼❍③ ♠❡♥*$❡ ❧❛
❧❛$❣❤❡③③❛ ❞✐ ❜❛♥❞❛ .*✐♠❛*❛ ♣❡$ ❧❛ ♠✐.✉$❛ D ✜♥♦ ❛ ✹✵✵ ❦❍③✳ ■❧ ❝❛✈♦ ❝❤❡ ❝♦.*✐✲
*✉✐.❝❡ ❧❡ ❜♦❜✐♥❡✱ $❡❛❧✐③③❛*♦ ✐♥ ❈❤$♦♠❡❧✱ D ❛✈✈♦❧*♦ ✐♥ ❞✉❡ .*$❛*✐ ♣❡$ ✉♥ *♦*❛❧❡
❞✐ ♦**❛♥*❛ ❣✐$✐✱ ❛**♦$♥♦ ❛ ✉♥ ♠❛*❡$✐❛❧❡ ❝❡$❛♠✐❝♦ ✭▼❆❈❖❘✮ ❞✐ ❢♦$♠❛ ❡❧❧✐**✐❝❛
✭❋✐❣✳ ✹✳✷✮❬✸✷❪✳ ■♥ ❋✐❣✉$❛ ✹✳✸ D ♠♦.*$❛*♦ ✉♥ ❡.❡♠♣✐♦ ❞❡❧ .❡❣♥❛❧❡ ♠❛❣♥❡*✐❝♦
*♦$♦✐❞❛❧❡ Bφ(a) ♦**❡♥✉*♦ ❛ .❡❣✉✐*♦ ❞✐ ✐♥*❡❣$❛③✐♦♥❡ ♥❡❧ *❡♠♣♦✳ ❙✐ ♥♦*❛ ❝♦♠❡
*❛❧❡ .❡❣♥❛❧❡ .✐❛ .♦❣❣❡**♦ ❛ ❢♦$*✐ ✢✉**✉❛③✐♦♥✐✱ ❧❡ ♣✐U ❧❛$❣❤❡ ❞❡❧❧❡ B✉❛❧✐ .♦♥♦
❛..♦❝✐❛*❡ ❛✐ ♣$♦❝❡..✐ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡..✐♦♥❡❬✷✺❪✳
✹✳✶✳✷ ❉✐❛❣♥♦*+✐❝❛ ♥❡✉+/♦♥✐❝❛
■ ♣$♦❝❡..✐ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡..✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡*✐❝❛✱ .✐ D ✈✐.*♦✱ .♦♥♦ .♣❡..♦ ❛..♦❝✐❛*✐ ❛❧❧✬❛❝✲
❝❡❧❡$❛③✐♦♥❡ ❡ ❛❧ $✐.❝❛❧❞❛♠❡♥*♦ ❞❡❧❧❡ ♣❛$*✐❝❡❧❧❡ ❝❛$✐❝❤❡ ❞✐ ✉♥ ♣❧❛.♠❛✳ ■❧ $❛*❡
❞❡❧❧❡ $❡❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❢✉.✐♦♥❡ ❉✲❉ ✭.✐ ✈❡❞❛ ❧❛ ❋✐❣✳ ✶✳✷✮ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧❧❛ *❡♠♣❡$❛✲
✺✽
❋✐❣✉$❛ ✹✳✷✿ ▼♦❞❡❧❧♦ ❞✐ &❡♥&♦(❡ ♠❛❣♥❡,✐❝♦ ❞✐ ■❙■❙
*✉$❛✱ ,✉✐♥❞✐ ✐❧ $✐0❝❛❧❞❛♠❡♥*♦ ❞❡❧ ♣❧❛0♠❛ ✐♥ ✉♥❛ $❡❣✐♦♥❡ ❧♦❝❛❧✐③③❛*❛ ♣♦*$❡❜❜❡
♣♦$*❛$❡ ❛ ✉♥ ✐♥❝$❡♠❡♥*♦ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡❧ ♥✉♠❡$♦ ❞✐ $❡❛③✐♦♥✐ ❡ ♣❡$❝✐8 ❛♥❝❤❡ ❛ ✉♥ ❛✉✲
♠❡♥*♦ ❞❡❧❧❛ ♣$♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐ ♥❡✉*$♦♥✐✳ ;❡$ 0*✉❞✐❛$❡ ✐❧ ✢✉00♦ ❞✐ ♥❡✉*$♦♥✐ ❡♠❡00✐
❞❛❧ ♣❧❛0♠❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞ 0✐ ? ❢❛**♦ ✉0♦ ❞✐ ✉♥♦ 0♣❡**$♦♠❡*$♦ ❝♦♠♣❛**♦✱ ♣♦0*♦
0✉ ✉♥❛ ✜♥❡0*$❛ 0✉♣❡$✐♦$❡ ❞❡❧❧❛ ❝❛♠❡$❛ ❞❛ ✈✉♦*♦✱ 0♦♣$❛ ❧✬❛00❡ *♦$♦✐❞❛❧❡✱ ❛ ✉♥❛
♣♦0✐③✐♦♥❡ R = R0 = 2m✱ ❝♦♠❡ ♠♦0*$❛*♦ ✐♥ ❋✐❣✉$❛ ✹✳✹✳ ▲❛ ❞✐❛❣♥♦0*✐❝❛ ❢❛ ✉0♦
❞✐ ✉♥♦ 0❝✐♥*✐❧❧❛*♦$❡ ❧✐,✉✐❞♦ ❊❏✲✸✵✶❬✸✸❪ ✭❞✐❛♠❡*$♦ ✺✶ ♠♠✱ 0♣❡00♦$❡ ✺✶ ♠♠✮
❛❝❝♦♣♣✐❛*♦ ❛ ✉♥ ❢♦*♦♠♦❧*✐♣❧✐❝❛*♦$❡ ❍✽✺✵✵❬✸✹❪✳ ▲♦ 0❝✐♥*✐❧❧❛*♦$❡✱ 0❡♥0✐❜✐❧❡ ❛✐
♥❡✉*$♦♥✐ ❡ ❛❧❧❛ $❛❞✐❛③✐♦♥❡ ❣❛♠♠❛✱ ? ♣♦0*♦ ✷✻✵ ♠♠ 0♦♣$❛ ✉♥❛ ✜♥❡0*$❛ ✈❡$*✐✲
❝❛❧❡ ❡ ♣$♦*❡**♦ ❞❛ ✉♥♦ 0❝❤❡$♠♦ ❞✐ ♣♦❧✐❡*✐❧❡♥❡✳ ▲❛ ❞✐0❝$✐♠✐♥❛③✐♦♥❡ *$❛ ❢♦*♦♥✐
❡ ♥❡✉*$♦♥✐ ? ❞❡*❡$♠✐♥❛*❛ 0✉❧❧❛ ❜❛0❡ ❞❡❧ ♠❡*♦❞♦ 0*❛♥❞❛$❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛*♦  ✉❧#❡
❙❤❛♣❡ ❉✐#❝,✐♠✐♥❛/✐♦♥✳ ■❧ $✐✈❡❧❛*♦$❡ ? 0*❛*♦ ❝❛❧✐❜$❛*♦ ✐♥ ❡♥❡$❣✐❛ ✉0❛♥❞♦ ❞❡❧✲
❧❡ ♣✐❝❝♦❧❡ 0♦$❣❡♥*✐ $❛❞✐♦❛**✐✈❡ ✭
137Cs ❡ 60Co✮ ❝❤❡ ❡♠❡**♦♥♦ $❛❣❣✐ ❣❛♠♠❛ ❞✐
❡♥❡$❣✐❛ ♥♦*❛✳
✹✳✷ ❆♥❛❧✐(✐ ❉❛*✐
❆❧ ✜♥❡ ❞✐ 0*✉❞✐❛$❡ ❧❡ ♣$♦♣$✐❡*T ♠❛❣♥❡*✐❝❤❡ ❞❡❧ ♣❧❛0♠❛ ✐♥ ❝♦$$✐0♣♦♥❞❡♥③❛ ❛✐
❢❡♥♦♠❡♥✐ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡*✐❝❛✱ $✐0✉❧*❛ ♥❡❝❡00❛$✐♦ 0✈✐❧✉♣♣❛$❡ ✉♥ ♠❡*♦✲
❞♦ ❝❤❡ ♣❡$♠❡**❛ ❞✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛$❡ ❧❡ 0*$✉**✉$❡ ✐♥*❡$♠✐**❡♥*✐ ❝❤❡ ❝❛$❛**❡$✐③③❛♥♦ ✐
0❡❣♥❛❧✐ ♠❛❣♥❡*✐❝✐✱ ♣❡$ ♣♦*❡$❧✐ ❛♥❛❧✐③③❛$❡ 0*❛*✐0*✐❝❛♠❡♥*❡✳ ■❧ ♠❡*♦❞♦ ❞✐ ✐♥❞❛✲
✺✾
❋✐❣✉$❛ ✹✳✸✿ ❆♥❞❛♠❡♥&♦ &❡♠♣♦)❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦))❡♥&❡ ❞✐ ♣❧❛-♠❛ ✭♣❛♥♥❡❧❧♦ -✉♣❡)✐♦)❡✮
❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡&✐❝♦ Bφ(a) ❛ ❜♦)❞♦ ♣❧❛-♠❛ ✭♣❛♥♥❡❧❧♦ ✐♥❢❡)✐♦)❡✮ ♣❡) ✉♥❛ &✐♣✐❝❛
-❝❛)✐❝❛ ❞✐ ❘❋❳✳
❣✐♥❡ ❛❞♦..❛.♦ ♣❡$ ❧❛ $✐❝❡$❝❛ ❞✐ 2✉❡3.❡ 3.$✉..✉$❡ ❢❛ ✉3♦ ❞✐ ✉♥✬❛♥❛❧✐3✐✱ ❛♥❛❧♦❣❛
❛ 2✉❡❧❧❛ ❞✐ ❋♦✉$✐❡$✱ ❜❛3❛.❛ 3✉❧❧❛ ❝♦3✐❞❞❡..❛ .$❛3❢♦$♠❛.❛ ❲❛✈❡❧❡%✳
✹✳✷✳✶ ❚%❛'❢♦%♠❛+❛ ❞✐ ❋♦✉%✐❡%
▲❛ .$❛3❢♦$♠❛.❛ ❞✐ ❋♦✉$✐❡$ ✭❋❚✮ ❞❡❝♦♠♣♦♥❡ ✉♥ 3❡❣♥❛❧❡ ✐♥ 3❡$✐❡ ❞✐ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐
❜❛3❡✱ 3❡♥♦ ❡ ❝♦3❡♥♦✱ ✐♥✜♥✐.❛♠❡♥.❡ ❡3.❡3❡ ♥❡❧ .❡♠♣♦✳ ❚❛❧❡ ♣$♦❝❡❞✉$❛ ♣❡$♠❡..❡
❞✐ ♣❛33❛$❡ ❞❛❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡❧ .❡♠♣♦ ❛❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡❧❧❛ ❢$❡2✉❡♥③❛✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛♥❞♦
❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥.✐ ✐♥ ❢$❡2✉❡♥③❛ ❝❤❡ 3♦♥♦ ♣$❡3❡♥.✐ ♥❡❧ 3❡❣♥❛❧❡✳ ❚✉..❛✈✐❛✱ ✐♥ 2✉❡3.♦
♣❛33❛❣❣✐♦✱ 3✐ ♣❡$❞❡ ♦❣♥✐ ✐♥❢♦$♠❛③✐♦♥❡ .❡♠♣♦$❛❧❡ ❡ ❞✉♥2✉❡ ❧❛ .$❛3❢♦$♠❛.❛ ❞✐
❋♦✉$✐❡$ ❞✐ ✉♥ 3❡❣♥❛❧❡ ✈❛$✐❛❜✐❧❡ ♥❡❧ .❡♠♣♦ ✭♥♦♥ 3.❛③✐♦♥❛$✐♦✮ ♥♦♥ ❝✐ ❞✐❝❡ 2✉❛♥✲
❞♦ ✉♥❛ ❝❡$.❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥.❡ ✐♥ ❢$❡2✉❡♥③❛ ❝♦♠♣❛$❡ ✭❡✴♦ 3❝♦♠♣❛$❡✮ ♥❡❧ 3❡❣♥❛❧❡
♦$✐❣✐♥❛$✐♦❬✸✺❪✳
◗✉❛♥❞♦ 3✐ ✈✉♦❧❡ ❝♦♥♦3❝❡$❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ .❡♠♣♦$❛❧❡ ❞❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥.✐ 3♣❡.✲
.$❛❧✐ ❞✐ ✉♥ 3❡❣♥❛❧❡✱ $✐3✉❧.❛ ✉.✐❧❡ ✉♥❛ .$❛3❢♦$♠❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❞✐❛ ✉♥❛ ✏$❛♣♣$❡3❡♥.❛✲
③✐♦♥❡ .❡♠♣♦✲❢$❡2✉❡♥③❛✑❬✸✻❪✱ ❝♦♠❡ ❛❞ ❡3❡♠♣✐♦ ❧❛ ❙❚❋❚ ✭❙❤♦)% ❚✐♠❡ ❋♦✉)✐❡)
❚)❛♥0❢♦♠✮ ♦ ❧❛ .$❛3❢♦$♠❛.❛ ❲❛✈❡❧❡.✳
✻✵
❋✐❣✉$❛ ✹✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛ ❞❡❧❧❛ ❞✐)♣♦)✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧♦ )♣❡../♦♠❡./♦ )✉❧❧❛ ❝❛♠❡/❛ ❞❛ ✈✉♦.♦
❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞
❙❚❋❚
❙❡ ✉♥ ,❡❣♥❛❧❡ . ♥♦♥ ,0❛③✐♦♥❛$✐♦ ,✐ ♣♦,,♦♥♦ ,❝❡❣❧✐❡$❡ ❞❡❧❧❡ ✜♥❡,0$❡ 0❡♠♣♦$❛✲
❧✐ ❧✐♠✐0❛0❡ $✐,♣❡00♦ ❛❧❧❡ 8✉❛❧✐ ✐❧ ,❡❣♥❛❧❡ $✐,✉❧0❛ ♣❡$✐♦❞✐❝♦✳ ▲❛ ❙❚❋❚ ❛❣✐,❝❡
♥❡❧ ♠♦❞♦ ,❡❣✉❡♥0❡✿ ,✐ ♣$❡♥❞❡ ✉♥❛ ♣♦$③✐♦♥❡ ❞❡❧ ,❡❣♥❛❧❡✱ ❝❡♥0$❛0❛ ❛❧❧✬✐,0❛♥0❡
t = t0✱ ❞✐ ❧❛$❣❤❡③③❛ ♣❛$✐ ❛❧❧❛ ✜♥❡,0$❛ ✭,✐ ♣♦♥❡ ✉❣✉❛❧❡ ❛ ③❡$♦ 0✉00♦ ✐❧ $❡,0♦ ❞❡❧
,❡❣♥❛❧❡✮ ❡ ,✐ ❡,❡❣✉❡ ❧❛ 0$❛,❢♦$♠❛0❛ ❞✐ ❋♦✉$✐❡$ ,✉ 8✉❡,0❛ ♣♦$③✐♦♥❡❀ ,✐ ❝♦♥,✐❞❡$❛
8✉✐♥❞✐ ✉♥✬❛❧0$❛ ♣♦$③✐♦♥❡ ❞❡❧ ,❡❣♥❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ,0❡,,❛ ❧❛$❣❤❡③③❛✱ ❝❡♥0$❛0❛ ✐♥ ✉♥ ❛❧✲
0$♦ ✐,0❛♥0❡ 0❡♠♣♦$❛❧❡ t = t1 ❡ ,✐ ❡✛❡00✉❛ ✉♥❛ ♥✉♦✈❛ ❋❚✱ ❡ ❝♦,✐ ✈✐❛✳ ■♥ 8✉❡,0♦
♠♦❞♦ ,✐ . ✐♥ ❣$❛❞♦ ❞✐ ,0❛❜✐❧✐$❡ 8✉❛♥❞♦ ✉♥❛ ❝❡$0❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥0❡ ✐♥ ❢$❡8✉❡♥③❛ ,✐
♠❛♥✐❢❡,0❛ ♥❡❧ ,❡❣♥❛❧❡ ✐♥ ✉♥ ❞❛0♦ ✐♥0❡$✈❛❧❧♦ 0❡♠♣♦$❛❧❡✳
❚✉00❛✈✐❛ 8✉❡,0♦ 0✐♣♦ ❞✐ ❛♥❛❧✐,✐ ❛ ✜♥❡,0$❛ ✜,,❛ ❤❛ ✉♥ ❧✐♠✐0❡ ❞✐ $✐,♦❧✉③✐♦♥❡
✭❧❡❣❛0♦ ❛❧ ♣$✐♥❝✐♣✐♦ ❞✐ ✐♥❞❡0❡$♠✐♥❛③✐♦♥❡✮✳ ▲❡ ❢$❡8✉❡♥③❛ ♣✐F ❛❧0❡ ,♦♥♦ ♠❡❣❧✐♦
$✐,♦❧0❡ ♥❡❧ 0❡♠♣♦✱ ❧❡ ❢$❡8✉❡♥③❡ ♣✐F ❜❛,,❡ ✐♥ ❢$❡8✉❡♥③❛✳ ❙❡ ,✐ ,❝❡❧❣♦♥♦ ✜♥❡,0$❡
,0$❡00❡✱ ,✐ ♦00✐❡♥❡ ✉♥❛ ❜✉♦♥❛ $✐,♦❧✉③✐♦♥❡ 0❡♠♣♦$❛❧❡ ♠❛ ❜❛,,❛ $✐,♦❧✉③✐♦♥❡ ✐♥
❢$❡8✉❡♥③❛❀ ✜♥❡,0$❡ ❛♠♣✐❡ ,♦♥♦ ✐♥✈❡❝❡ ❛,,♦❝✐❛0❡ ❛ ✉♥❛ ❜✉♦♥❛ $✐,♦❧✉③✐♦♥❡ ✐♥
✻✶
❢!❡#✉❡♥③❛ ♠❛ ❝♦♥ ❜❛,,❛ !✐,♦❧✉③✐♦♥❡ /❡♠♣♦!❛❧❡✳
◗✉❡,/♦ ♣!♦❜❧❡♠❛ ❞✐ !✐,♦❧✉③✐♦♥❡ ♣✉4 ❡,,❡!❡ !✐,♦❧/♦ ✭✐♥ ♣❛!/❡✱ ♥♦♥ ,✐ ♣✉4 ❡❧✐✲
♠✐♥❛!❡ ✐❧ ♣!✐♥❝✐♣✐♦ ❞✐ ✐♥❞❡/❡!♠✐♥❛③✐♦♥❡✦✮ ❝♦♥ ✉♥✬❛♥❛❧✐,✐ ❝❤❡ ❢❛ ✉,♦ ❞✐ ✜♥❡,/!❡
❛❞❛//✐✈❡✱ ❝♦♠❡ ❧❛ /!❛,❢♦!♠❛/❛ ❲❛✈❡❧❡/✳
✹✳✷✳✷ ▲❛ %&❛'❢♦&♠❛%❛ ❲❛✈❡❧❡%
▲❛ /!❛,❢♦!♠❛/❛ ❲❛✈❡❧❡/ ✭❲❚✮ ❞❡❝♦♠♣♦♥❡ ✐❧ ,❡❣♥❛❧❡ ✐♥ /❡!♠✐♥✐ ❞✐ ❢✉♥③✐♦♥✐
❧✐♠✐/❛/❡ ♥❡❧ /❡♠♣♦ ✭✐❧ /❡!♠✐♥❡ ❞❡!✐✈❛ ❞❛❧ ❢!❛♥❝❡,❡ ✏♦♥❞❡❧❡//❡✑✱ ♣✐❝❝♦❧❛ ♦♥❞❛✱
❝♦♥✈❡!/✐/❛ ♣♦✐ ✐♥ ✐♥❣❧❡,❡ ✇❛✈❡❧❡/✮✳
■❧ ,❡❣♥❛❧❡ F ❡,♣!❡,,♦ ♠❡❞✐❛♥/❡ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❲❛✈❡❧❡% ✜❣❧✐❡✱ ♦//❡♥✉/❡ ♠❡✲
❞✐❛♥/❡ ♦♣❡!❛③✐♦♥✐ ❞✐ )❤✐❢%✐♥❣ ❡ )❝❛❧✐♥❣ ❞❡❧❧❛ ,/❡,,❛ ❲❛✈❡❧❡% ♠❛❞0❡✳
❯♥❛ ✇❛✈❡❧❡/ Ψ F ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❞❡✈❡ ,♦❞❞✐,❢❛!❡ ❧❛ ✏❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❛♠♠✐,✲
,✐❜✐❧✐/H✑✱ ❝❤❡ F ❡#✉✐✈❛❧❡♥/❡ ❛❞ ❛,,✉♠❡!❡ ❝❤❡ ,✐❛ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❛ ✈❛❧♦!❡ ♠❡❞✐♦
♥✉❧❧♦❬✸✼❪✳ ❊,✐,/♦♥♦ ❞✐✈❡!,❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❝❤❡ ,✐ ♣♦,,♦♥♦ ✉,❛!❡ ❝♦♠❡ ✇❛✈❡❧❡/ ❡ ✐❧
❧♦!♦ ✉/✐❧✐③③♦ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧ /✐♣♦ ❞✐ ❛♥❛❧✐,✐ ❝❤❡ ,✐ ✐♥/❡♥❞❡ ,✈♦❧❣❡!❡✳
■♥ #✉❡,/♦ ❧❛✈♦!♦ ❞✐ /❡,✐ ,✐ F ❢❛//♦ ✉,♦ ❞❡❧❧❛ ✇❛✈❡❧❡/ ▼❛❛0 ♦ ▼❡①✐❝❛♥ ❍❛%✱ ❝❛♣✲
♣❡❧❧♦ ❞❛ ♠❡,,✐❝❛♥♦ ✭❋✐❣✉!❛ ✹✳✺✮✳ ❚❛❧❡ ❢✉♥③✐♦♥❡✱ !❡❛❧❡✱ F ❧❛ ❞❡!✐✈❛/❛ ,❡❝♦♥❞❛
❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ●❛✉,,✐❛♥❛ ❡ ,✐ ♣✉4 ,❝!✐✈❡!❡ ❝♦♠❡✿
Ψ(t) =
2
pi
1
4
√
3σ
(
t2
σ2
− 1
)
exp(− t
2
2σ2
) ✭✹✳✶✮
❞♦✈❡ σ F ❧❛ ❧❛!❣❤❡③③❛ ❝❛!❛//❡!✐,/✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ●❛✉,,✐❛♥❛✳
▲❛ /!❛,❢♦!♠❛/❛ ❲❛✈❡❧❡/ F ❞❡✜♥✐/❛ ❝♦♠❡ ❧✬✐♥/❡❣!❛❧❡ ❞❡❧ ,❡❣♥❛❧❡ f(t) ♠♦❧/✐♣❧✐✲
❝❛/♦ ♣❡! ❧❛ ✇❛✈❡❧❡/ ,❝❛❧❛/❛ ❡ ,❤✐❢/❛/❛✿
C(τ, s) =
1√
s
∫
f(t)W
(
t− τ
s
)
dt ✭✹✳✷✮
❞♦✈❡ s F ✐❧ ❢❛//♦!❡ ❞✐ ,❝❛❧❛✱ τ F ✐❧ ❢❛//♦!❡ ❞✐ ,❤✐❢/✐♥❣✱ t F ✐❧ /❡♠♣♦✳
■ ❝♦❡✣❝✐❡♥/✐ C(τ, s) !❛♣♣!❡,❡♥/❛♥♦ ✐❧ ❝♦♠♣♦!/❛♠❡♥/♦ /❡♠♣♦!❛❧❡ ❞❡❧❧❡ ✢✉/✲
/✉❛③✐♦♥✐ ❝❛!❛//❡!✐,/✐❝❤❡ ❛ ♦❣♥✐ ,❝❛❧❛ s✱ ♦✈✈❡!♦✱ ✜,,❛/✐ ✐ ❢❛//♦!✐ ❞✐ ,❝❛❧✐♥❣ ❡
,❤✐❢/✐♥❣✱ ✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥/✐ ❞❛♥♥♦ ❧❛ ✏,✐♠✐❧❛!✐/H✑ /!❛ ✉♥❛ ♣♦!③✐♦♥❡ ❞❡❧ ,❡❣♥❛❧❡ ❡ ❧❛
✇❛✈❡❧❡/✳ ❖❣♥✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥/❡ ♣❡!♠❡//❡ ✉♥❛ ❞❡❝♦♠♣♦,✐③✐♦♥❡ ❞❡❧ ,❡❣♥❛❧❡ ❛❧❧❛ ,❝❛❧❛
✻✷
❋✐❣✉$❛ ✹✳✺✿ ❲❛✈❡❧❡% ▼❡①✐❝❛♥ ❍❛( ✭σ = 1✮
s ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣❛$❛♠❡3$♦ 3❡♠♣♦$❛❧❡ τ ✳
✹✳✷✳✸ ❘✐❝♦♥♦)❝✐♠❡♥,♦ ),-✉,,✉-❡
■❧ ♠❡3♦❞♦ ❞✐ $✐❝♦♥♦6❝✐♠❡♥3♦ ❞❡❣❧✐ ❡✈❡♥3✐ ❧❡❣❛3✐ ❛❧❧❛ $✐❝♦♥♥❡66✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡3✐❝❛
❝♦♥6✐63❡ ♥❡❧ 6❡❧❡③✐♦♥❛$❡ 8✉❡❧❧❡ 63$✉33✉$❡ ♥❡❧ 6❡❣♥❛❧❡ ❛66♦❝✐❛3❡ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥3✐
C ❝❤❡ ❞❡✈✐❛♥♦ ❞❛❧❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞✐ ❣❛✉66✐❛♥✐3;✳ ❙✐ ❞✐♠♦63$❛ ✐♥❢❛33✐ ❝❤❡ ❧❛
❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ❞✐63$✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ♣$♦❜❛❜✐❧✐3; ✭?❉❋✮ ❞❡❧❧❡ ✢✉33✉❛③✐♦♥✐ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦
❤❛ ❧♦ 63❡66♦ 6❝❛❧✐♥❣ ❞❡❧❧❛ ?❉❋ ❞❡✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥3✐ ✇❛✈❡❧❡3❬✸✼❪✳ ❙✐ ♣✉H ❞❡✜♥✐$❡ ✉♥❛
✏♠✐6✉$❛ ❞❡❧❧✬✐♥3❡$♠✐33❡♥③❛ ❧♦❝❛❧❡✑ ✭▲■▼✮ ❝❤❡ ❝❛$❛33❡$✐③③❛ ❧✬❛33✐✈✐3; ♣$❡6❡♥3❡
♥❡❧ 6❡❣♥❛❧❡ ❛ ♦❣♥✐ 6❝❛❧❛ 6 ❡ ❛❧ 3❡♠♣♦ τ ✿
l(τ, s) =
C(τ, s)2
〈C(τ, s)2〉 ✭✹✳✸✮
❞♦✈❡ ❝♦♥ ✐❧ 6✐♠❜♦❧♦ 〈〉 ❝✐ 6✐ $✐❢❡$✐6❝❡ ❛❧❧❛ ♠❡❞✐❛ 3❡♠♣♦$❛❧❡✳ ❯♥ 6❡❣♥❛❧❡ ♥♦♥
✐♥3❡$♠✐33❡♥3❡ ❤❛ l(τ, s) = 1 ♣❡$ ♦❣♥✐ τ ❡ s✱ ✐♥✈❡❝❡ l(τ, s) > 1 ❝♦$$✐6♣♦♥❞❡ ❛
✢✉33✉❛③✐♦♥✐ ♣✐Q ❣$❛♥❞✐ ❞❡❧ ✈❛❧♦$❡ ♠❡❞✐♦ ❛❧❧❛ 6❝❛❧❛ s✳ ■❧ ♠❡3♦❞♦ ❞✐ $✐❝♦♥♦6❝✐✲
♠❡♥3♦ ♣$❡✈❡❞❡ ❞✐ ♣$❡♥❞❡$❡ ❝♦♠❡ ❡✈❡♥3✐ 8✉❡❧❧✐ ❝❤❡ 6✉♣❡$❛♥♦ ✉♥ ❞❡3❡$♠✐♥❛3♦
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✈❛❧♦$❡ ❞✐ (♦❣❧✐❛ (✉❧❧❛ ▲■▼ ♣❡$ ♦❣♥✐ (❝❛❧❛✱ ❝❤❡ 3 ❞❛4♦ ❞❛ 5✉❡✐ ✈❛❧♦$✐ ♣❡$ ❝✉✐ ✐❧
♣❛$❛♠❡4$♦ ❋❧❛#♥❡&&
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▲❛ ❋✐❣✉$❛ ✹✳✻ ♠♦(4$❛ ✐❧ ♣❛$❛♠❡4$♦ ❞✐ $♦✈❡(❝✐❛♠❡♥4♦ F ❡ ❣❧✐ ❡✈❡♥4✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛4✐
❛❧❧❛ (❝❛❧❛ s = 1.25ms✳ ■♥ ❋✐❣✉$❛ ✹✳✼ 3 ♣$❡(❡♥4❛4♦ ✉♥♦ ❞❡❣❧✐ ❡✈❡♥4✐ $✐❝♦♥♦✲
(❝✐✉4✐ ♥❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡4✐❝♦ ✿ ❧❛ ❜❛$$❡44❛ ✈❡$❞❡✱ ✐♥ ❝♦$$✐(♣♦♥❞❡♥③❛ ❞❡❧❧✬✐(4❛♥4❡
❛((♦❝✐❛4♦ ❛❧❧✬❡✈❡♥4♦✱ ❤❛ ✉♥✬❛❧4❡③③❛ ♣❛$✐ ❛❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ❞❡❧❧✬❡✈❡♥4♦ (4❡((♦✱ ♣$❡(♦
❛$❜✐4$❛$✐❛♠❡♥4❡ ♣❛$✐ ❛❧❧❛ ✈❛$✐❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ (❡❣♥❛❧❡ ♥❡❧❧✬✐♥4❡$✈❛❧❧♦ 4❡♠♣♦$❛❧❡ ❞❛4♦
❞❛❧❧❛ (❝❛❧❛ ✇❛✈❡❧❡4✳ ■❧ (❡❣♥❛❧❡ ✐♥ ❛$❛♥❝✐♦♥❡ ❝♦$$✐(♣♦♥❞❡ ❛❧❧✬❛♥4✐4$❛(❢♦$♠❛4❛
✇❛✈❡❧❡4✳ ■♥✜♥❡ ❧❛ ❋✐❣✉$❛ ✹✳✽ ♠♦(4$❛ ✉♥ ❝♦♥4♦✉$✲♣❧♦4 ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥4❡ m = 0
❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡4✐❝♦ ✐♥ ❝✉✐ (♦♥♦ ❡✈✐❞❡♥③✐❛4❡ ❝♦♥ ❞❡✐ ♣✉♥4✐ ❧❡ ♣♦(✐③✐♦♥✐ ✭4❡♠✲
♣♦$❛❧✐ ❡ (♣❛③✐❛❧✐✮ ❞❡❧❧❡ (4$✉44✉$❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛4❡✳ ■❧ ❝♦❧♦$❡ ❞❡✐ ♣✉♥4✐ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧❧❛
❧♦$♦ ❛♠♣✐❡③③❛✿ ❛✐ ❜✐❛♥❝❤✐ ❝♦$$✐(♣♦♥❞♦♥♦ ❣❧✐ ❡✈❡♥4✐ ❞✐ ❛♠♣✐❡③③❛ ♠❛❣❣✐♦$❡✳
▲❛ ❧❡44✉$❛ ❡ ❧♦ (4✉❞✐♦ ❞❡✐ ❞❛4✐✱ ♥♦♥❝❤J ❧✬✐♠♣❧❡♠❡♥4❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♠❡4♦❞♦ ❞✐ $✐✲
❝♦♥♦(❝✐♠❡♥4♦ ❞❡❧❧❡ (4$✉44✉$❡ ✐♥4❡$♠✐44❡♥4✐ ♥❡❧ (❡❣♥❛❧❡ ❡ ❧❛ (✉❝❝❡((✐✈❛ ❛♥❛❧✐(✐
(4❛4✐(4✐❝❛ 3 (4❛4❛ (✈♦❧4❛ 4$❛♠✐4❡ ❧✬❡❧❛❜♦$❛③✐♦♥❡ ❞✐ $♦✉4✐♥❡ ✐♥ ❝♦❞✐❝❡ ■❉▲ ✭■♥✲
#❡)❛❝#✐✈❡ ❉❛#❛ ▲❛♥❣✉❛❣❡✮✳
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■❧ ❧❛✈♦%♦ ❞✐ (❡*✐ *♣❡%✐♠❡♥(❛❧❡ ♣%❡*❡♥(❛(♦ ✐♥ .✉❡*(❛ (❡*✐ *✐ 0 ❝♦♥❝❡♥(%❛(♦ ♣%✐♥❝✐✲
♣❛❧♠❡♥(❡ *✉❧❧✬❛♥❛❧✐*✐ ❞❡❣❧✐ ❡✛❡((✐ ❞❡❧❧❛ %✐❝♦♥♥❡**✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡(✐❝❛ ♥❡❧ ♣❧❛*♠❛ ❞✐
❘❋❳✲♠♦❞✳ ▲✬♦❜✐❡((✐✈♦ 0 *(❛(♦ .✉❡❧❧♦ ❞✐ ❢♦%♥✐%❡ ✉♥ ✏(❛**❡❧❧♦✑ ♥❡❧❧❛ ❝♦♠♣%❡♥✲
*✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ %✐❝♦♥♥❡**✐♦♥❡ ♣❡% ❝❡%❝❛%❡ ❞✐ ❝❛♣✐%❡ ❝♦♠❡ .✉❡*(♦ ♣%♦❝❡**♦ ✐♥✢✉❡♥③✐
❧❡ ♣%♦♣%✐❡(A ♠❛❣♥❡(✐❝❤❡ ❡ ❝✐♥❡(✐❝❤❡ ❞❡❧ ♣❧❛*♠❛ ❡ .✉❛❧❡ *✐❛ ❧❛ ❞✐♣❡♥❞❡♥③❛ ❞❛✐
♣❛%❛♠❡(%✐ ❧♦❝❛❧✐ ❡ ❣❧♦❜❛❧✐ ❞❡❧ *✐*(❡♠❛ ✜*✐❝♦ ✐♥ ❡*❛♠❡✳ ❙✐ 0 ❝❡%❝❛(♦ ❛❧(%❡*E ❞✐
❝♦❧❧❡❣❛%❡ ❧♦ *(✉❞✐♦ ❞❡❧ ♣❧❛*♠❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞ ❛ .✉❡❧❧✐ ❝❤❡ %✐❣✉❛%❞❛♥♦ ❧❛ %✐❝♦♥✲
♥❡**✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡(✐❝❛ ✐♥ ❛♠❜✐(♦ *♦❧❛%❡ ❡ ❛*(%♦✜*✐❝♦✳
▲❛ ♣%✐♠❛ ♣❛%(❡ ❞❡❧ ❧❛✈♦%♦ *✈♦❧(♦ ✐♥ ❧❛❜♦%❛(♦%✐♦ %✐❣✉❛%❞❛ ❧♦ *(✉❞✐♦ ❞❡❧ ❧✐♥❣✉❛❣✲
❣✐♦ ❞✐ ♣%♦❣%❛♠♠❛③✐♦♥❡ ■❉▲❬✸✽❪✳ ❚❛❧❡ ❧❛✈♦%♦ ♣%♦♣❡❞❡✉(✐❝♦ 0 *(❛(♦ ♥❡❝❡**❛%✐♦
♣❡% ❧✬❛♥❛❧✐*✐ ❞❡✐ *❡❣♥❛❧✐ ♠❛❣♥❡(✐❝✐ ✐♥ .✉❛♥(♦ ❧✬❡♥♦%♠❡ ♠♦❧❡ ❞✐ ❞❛(✐ %❛❝❝♦❧(✐
❞❛✐ *❡♥*♦%✐ ♠❛❣♥❡(✐❝✐ ❞✐ ■❙■❙ %✐❝❤✐❡❞❡ ✉♥✬❡❧❛❜♦%❛③✐♦♥❡ ♥✉♠❡%✐❝❛ ❝♦♠♣✉(❡%✐③✲
③❛(❛✳ L❡% .✉❡*(♦ ♠♦(✐✈♦ *♦♥♦ *(❛(✐ *✈✐❧✉♣♣❛(✐ ❞❡✐ ❝♦❞✐❝✐ ■❉▲ ❣✐A ✉(✐❧✐③③❛(✐ ❞❛✐
%✐❝❡%❝❛(♦%✐ ❞❡❧ ❧❛❜♦%❛(♦%✐♦ ❡ ♥❡ *♦♥♦ *(❛(✐ ❝%❡❛(✐ ❞✐ ♥✉♦✈✐ ❛❞ ❤♦❝✱ ✐♥ .✉❛♥(♦ ✐❧
✜❧♦♥❡ ❞✐ %✐❝❡%❝❛ ❞❡✐ ♣%♦❝❡**✐ ❞✐ %✐❝♦♥♥❡**✐♦♥❡ 0 %❡❧❛(✐✈❛♠❡♥(❡ ♥✉♦✈♦ ✐♥ ❘❋❳✲
♠♦❞✳ ❆❧❝✉♥❡ ❞✐ .✉❡*(❡ ❛♥❛❧✐*✐✱ *♦((♦♠❡**❡ ❞❛✐ ❝♦❞✐❝✐ ■❉▲✱ ❤❛♥♥♦ %✐❝❤✐❡*(♦
✉♥✬❡❧❡✈❛(❛ ❈L❯ ❡ ✐♥ .✉❛❧❝❤❡ ❝❛*♦ ❤❛♥♥♦ ✐♠♣✐❡❣❛(♦ ❞✐✈❡%*✐ ❣✐♦%♥✐ ❞✐ (❡♠♣♦ ❞✐
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❝♦♥❞♦((❡✱ ❝❡%❝❛♥❞♦ ❞✐ ❞❡*❝%✐✈❡%❡ ❧❛ ✜*✐❝❛ ❝❤❡ ♥❡ *(❛ ❛❧❧❛ ❜❛*❡✳
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✶
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✷✿ ❈♦""❡♥%❡ ❞✐ ♣❧❛+♠❛ ✐♥ ✉♥❛ +❝❛"✐❝❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✳ ▲❡ ❧✐♥❡❡ ✈❡"%✐❝❛❧✐
❞❡❧✐♠✐%❛♥♦ ✐❧ ✢❛%✲%♦♣✳
❝❡$❝❛,♦ ❞✐ ❞❡,❡$♠✐♥❛$❡ 1❡ ❡1✐1,❛ ✉♥❛ 2✉❛❧❝❤❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥③❛ ❞❛❧ ❣❛1 ❝❤❡ 7 1,❛,♦
✉1❛,♦ ♣❡$ ❣❡♥❡$❛$❡ ✐❧ ♣❧❛1♠❛✳ 8❡$ ❢❛$ ❝✐: 7 1,❛,♦ ♣$❡1♦ ✐♥ ❝♦♥1✐❞❡$❛③✐♦♥❡ ✉♥
❞❛,❛❜❛1❡ ❞✐ 1❤♦, ✭✽✸ ✐♠♣✉❧1✐✮ $❡❧❛,✐✈✐ ❛ ♣❧❛1♠✐ ❞✐ ✐❞$♦❣❡♥♦ ❡ ❞❡✉,❡$✐♦✳ ❚✉,,✐
❧❡ 1❝❛$✐❝❤❡ 1♦♥♦ ❝❛$❛,,❡$✐③③❛,❡ ❞❛ ❛❧,✐ ✈❛❧♦$✐ ❞✐ ❝♦$$❡♥,❡✿ 1400 < Ipmax < 1700✱
❞♦✈❡ Ipmax 7 ✐❧ ✈❛❧♦$❡ ♠❛11✐♠♦ ❞❡❧❧❛ ❝♦$$❡♥,❡ ❞✐ ♣❧❛1♠❛ ♥❡❧ ✢❛,✲,♦♣✳
8❡$ ♦❣♥✐ 1❡❣♥❛❧❡ ✭♠❡❞✐♦✮ 7 1,❛,❛ ❝♦♥❞♦,,❛ ❧✬❛♥❛❧✐1✐ ❲❛✈❡❧❡,✱ ❞❡,❡$♠✐♥❛♥❞♦✲
♥❡ ,✉,,❡ ❧❡ 1,$✉,,✉$❡ ❛ ❞✐✈❡$1❡ 1❝❛❧❡✳ ❆ ♦❣♥✉♥♦ ❞✐ 2✉❡1,✐ ❡✈❡♥,✐ 7 ❛11♦❝✐❛,❛
✉♥✬❛♠♣✐❡③③❛✱ ♣❛$✐ ❛❧❧❛ ✈❛$✐❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ ✐❧ 1❡❣♥❛❧❡ ♠♦1,$❛ ✐♥ ✉♥ ✐♥,❡$✈❛❧❧♦ ,❡♠✲
♣♦$❛❧❡ ❞❛,♦ ❞❛❧❧❛ 1❝❛❧❛ ✇❛✈❡❧❡,✱ ❡ ✉♥❛ ♣♦1✐③✐♦♥❡ ,❡♠♣♦$❛❧❡✱ ❝❤❡ ❝♦$$✐1♣♦♥❞❡
❛❧❧✬✐1,❛♥,❡ ✐♥ ❝✉✐ ✐❧ 1❡❣♥❛❧❡ ❛♥❛❧✐③③❛,♦ $❛❣❣✐✉♥❣❡ ✐❧ ✈❛❧♦$❡ ♠✐♥✐♠♦✳ ■♥✜♥❡ ♣❡$
♦❣♥✐ 1❝❛❧❛ ❛❞♦,,❛,❛✱ 7 1,❛,♦ ♦,,❡♥✉,♦ ✉♥ 1❡❣♥❛❧❡ ,$❛♠✐,❡ ✉♥ ♠❡❝❝❛♥✐1♠♦ ❞✐
♠❡❞✐❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❛,❛✱ ♥❡❧❧❛ 2✉❛❧❡ ❧♦ ③❡$♦ ❝♦$$✐1♣♦♥❞❡ ❛❧❧✬✐1,❛♥,❡ ❞✐ ♠✐♥✐♠♦ ❞❡❧
1❡❣♥❛❧❡✱ ❞✐1,✐♥❣✉❡♥❞♦ ❣❧✐ ❡✈❡♥,✐ $❡❧❛,✐✈✐ ❛ ♣❧❛1♠✐ ❞✐✛❡$❡♥,✐✳ ■ $✐1✉❧,❛,✐ 1♦♥♦
♠♦1,$❛,✐ ♥❡❧❧❡ ❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✲✺✳✻✳
❈♦♠❡ 1✐ ✈❡❞❡ ❞❛❧❧❡ ✐♠♠❛❣✐♥✐✱ ✐ 1❡❣♥❛❧✐ $❡❧❛,✐✈✐ ❛✐ ❞✉❡ ,✐♣✐ ❞✐ ♣❧❛1♠❛ ♥♦♥ ♠♦✲
1,$❛♥♦ ❞✐✛❡$❡♥③❡ 1✐❣♥✐✜❝❛,✐✈❡ ,❛❧✐ ❞❛ ♣♦,❡$ ❞❡❞✉$$❡ ✉♥❛ 2✉❛❧❝❤❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥③❛
✻✾
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❋✐❣✉+❛ ✺✳✸✿ ❱❛❧♦$ ♠❡❞✐♦ ❞❡❧❧❡ )*$✉**✉$❡ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡))✐♦♥❡ ❛❧❧❛ )❝❛❧❛ s = 5.03ms✳
✺✳✶✳✶ ❆♥❛❧✐(✐ ❞❡❧❧❛ ❞✐(+,✐❜✉③✐♦♥❡ (+❛+✐(+✐❝❛
❙✐ 0 ❞❡❝✐$♦ ❞✐ ♠✐❣❧✐♦+❛+❡ ❧✬❛❝❝✉+❛&❡③③❛ $&✉❞✐❛♥❞♦ ♥♦♥ ♣✐8 ✐ ✈❛❧♦+✐ ♠❡❞✐ ❞❡✲
❣❧✐ ❡✈❡♥&✐ ♠❛ $✈♦❧❣❡♥❞♦ ✉♥✬❛♥❛❧✐$✐ $&❛&✐$&✐❝❛ $✉❧❧❡ ❛♠♣✐❡③③❡ ❞❡❧❧❡ $&+✉&&✉+❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛&❡ $✉ &✉&&✐ ✐ $❡❣♥❛❧✐✳ ➮ $&❛&♦ ♣+❡$♦ ✐♥ ❝♦♥$✐❞❡+❛③✐♦♥❡ ✉♥ ❞❛&❛❜❛✲
$❡ ♣✐8 ❛♠♣✐♦ ❞✐ $❤♦& ✭✶✺✵✮ ❝♦♥ ❛♥❛❧♦❣❤❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ $✉❧ ✈❛❧♦+❡ ❞✐ ❝♦++❡♥&❡
✭1400 < Ipmax < 1700✮✱ ❡$&❡♥❞❡♥❞♦ ❧✬❛♥❛❧✐$✐ ❛♥❝❤❡ ❛ ♣❧❛$♠✐ ❞✐ ❡❧✐♦✳
▲✬♦❜✐❡&&✐✈♦ 0 $&❛&♦ D✉❡❧❧♦ ❞✐ $&✉❞✐❛+❡ ❧❛ ❞✐$&+✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❣❧✐ ❡✈❡♥&✐ +✐❝♦♥♦$❝✐✉&✐
✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❧♦+♦ ❛♠♣✐❡③③❛✱ $❡♣❛+❛♥❞♦ ❧✬❛♥❛❧✐$✐ +❡❧❛&✐✈❛ ❛ ♣❧❛$♠✐ ♦+✐❣✐♥❛&✐
❞❛ ❣❛$ ❞✐✈❡+$✐✳
➮ $&❛&❛ $✈♦❧&❛ ❧✬❛♥❛❧✐$✐ ❞✐ +✐❝♦♥♦$❝✐♠❡♥&♦ ✇❛✈❡❧❡& ❞❡❧❧❡ $&+✉&&✉+❡ $✉ &✉&&✐ ✐
$❡❣♥❛❧✐ ♠❛❣♥❡&✐❝✐ ✭+❡❧❛&✐✈✐ ❛ ✉♥ $♦❧♦ ❛++❛② ❞✐ $♦♥❞❡ ♠❛❣♥❡&✐❝❤❡✮ ❡✱ ♣❡+ ♦❣♥✐
✐♠♣✉❧$♦✱ 0 $&❛&♦ ❝♦♥&❡❣❣✐❛&♦ ✐❧ ♥✉♠❡+♦ &♦&❛❧❡ ❞✐ ❡✈❡♥&✐ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③✲
③❛✱ +❛❣❣+✉♣♣❛♥❞♦❧✐ $❡❝♦♥❞♦ ✏❝❛♥❛❧✐✑ ❞✐ ❛♠♣✐❡③③❛ ❝+❡$❝❡♥&❡ ❡$♣♦♥❡♥③✐❛❧♠❡♥&❡✳
❚❛❧❡ ❞✐$&+✐❜✉③✐♦♥❡ 0 $&❛&❛ ♥♦+♠❛❧✐③③❛&❛ ♣❡+ ❧❛ ❞✉+❛&❛ ❞❡❧ ✢❛&✲&♦♣✱ ❝❤❡ 0 ❞✐✈❡+✲
$❛ ♣❡+ ♦❣♥✐ $❝❛+✐❝❛ ❞✐ ♣❧❛$♠❛✳ ■♥✜♥❡ D✉❡$&❡ ❞✐$&+✐❜✉③✐♦♥✐ $♦♥♦ $&❛&❡ $♦♠♠❛&❡
$✉ &✉&&✐ ❣❧✐ $❤♦& ❞❡❧ ❞❛&❛❜❛$❡ ❝♦♥$✐❞❡+❛&♦✱ ❞✐$&✐♥❣✉❡♥❞♦ ✐ ♣❧❛$♠✐ ❞✐ ✐❞+♦❣❡♥♦✱
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✼✶
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
t (ms)
-40
-30
-20
-10
0
10
s
ig
n
a
l 
(m
T
)
deuterio
idrogeno
scala 0.5ms
❋✐❣✉$❛ ✺✳✻✿ ❱❛❧♦$ ♠❡❞✐♦ ❞❡❧❧❡ )*$✉**✉$❡ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡))✐♦♥❡ ❛❧❧❛ )❝❛❧❛ S = 0.50ms✳
❞❡✉,❡$✐♦ ❡❞ ❡❧✐♦✳
■ $✐0✉❧,❛,✐ ❞✐ ,❛❧❡ ❛♥❛❧✐0✐ 0♦♥♦ ♣$❡0❡♥,❛,✐ ✐♥ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✼ ✱ ❝❤❡ ♠♦0,$❛ ✐❧ ♥✉♠❡$♦
❞✐ ❡✈❡♥,✐ ❝♦♥,❡❣❣✐❛,✐ ♦❣♥✐ ♠✐❧❧✐0❡❝♦♥❞♦ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛✳ ❇✐0♦❣♥❛
♥♦,❛$❡ ❝❤❡ ♥❡❧❧❛ ❞✐0,$✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✼ ♥♦♥ 0♦♥♦ ✈♦❧✉,❛♠❡♥,❡ ♠♦0,$❛,✐
❝♦♥,❡❣❣✐ ✐♥❢❡$✐♦$✐ ❛ 10−3ms−1✱ ♣❡$❝❤> ✐♥ ?✉❡❧❧✬✐♥,❡$✈❛❧❧♦ ✐ ❝♦♥,❡❣❣✐ ✈❡$✐ ❞❡❧❧❛
❞✐0,$✐❜✉③✐♦♥❡ ♣♦,$❡❜❜❡$♦ ♠❡0❝♦❧❛$0✐ ❛ ?✉❡❧❧✐ ❞♦✈✉,✐ ❛❧ $✉♠♦$❡ ♣$❡0❡♥,❡ ♥❡❧❧❛
♠✐0✉$❛ ❝♦♥0✐❞❡$❛,❛✳
▲❡ ,$❡ ❝✉$✈❡ ❤❛♥♥♦ ✉♥ ❛♥❞❛♠❡♥,♦ ?✉❛❧✐,❛,✐✈❛♠❡♥,❡ 0✐♠✐❧❡✱ ,✉,,❛✈✐❛ ❛❧❧❡ ❛♠✲
♣✐❡③③❡ ♠❡❞✐❡ ✭5mT < B < 15mT ✮ ❧❡ ❝✉$✈❡ 0❡♠❜$❛♥♦ ❞✐0♣♦$0✐ 0❡❝♦♥❞♦ ❧❡
♠❛00❡ ❞❡❣❧✐ ✐♦♥✐ ✭❍❡✱ ❉✱ ❍✱ $✐0♣❡,,✐✈❛♠❡♥,❡✮✳ F❡$ ✈❛❧♦$✐ ❝♦♠♣$❡0✐ ,$❛ ❝✐$❝❛
15mT ❡ 30mT ❧❡ ❞✐0,$✐❜✉③✐♦♥✐ 0❡♠❜$❛♥♦ 0♦✈$❛♣♣♦$0✐ ❡ ♠♦0,$❛♥♦ ✉♥ ❛♥❞❛✲
♠❡♥,♦ ❞❡❧❧❛ ❢♦$♠❛ ❞✐ ✉♥❛ ❧❡❣❣❡ ❞✐ ♣♦,❡♥③❛✳ ■♥✜♥❡✱ ♣❡$ ✈❛❧♦$✐ ❞✐ ❛♠♣✐❡③③❛
0✉♣❡$✐♦$✐ ❛ ❝✐$❝❛ 30mT ❧❡ ❞✐0,$✐❜✉③✐♦♥✐ ❝❛♠❜✐❛♥♦ ✐❧ ❧♦$♦ ❛♥❞❛♠❡♥,♦ ❝❛$❛,,❡✲
$✐0,✐❝♦ ❡ 0❡♠❜$❛ ❝❤❡ ❧❡ ❝✉$✈❡ 0❡❣✉❛♥♦ ❧❛ ❞✐0,$✐❜✉③✐♦♥❡ ❍❡✱ ❍✱ ❉✳ ▲✬✐♥✈❡$0✐♦♥❡
❞❡❧❧❡ ❞✐0,$✐❜✉③✐♦♥✐ $❡❧❛,✐✈❡ ❛❧❧✬✐❞$♦❣❡♥♦ ❡ ❛❧ ❞❡✉,❡$✐♦ ♣♦,$❡❜❜❡ 0✉❣❣❡$✐$❡ ✉♥❛
♣♦00✐❜✐❧❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥③❛ ❞❛❧ $❛❣❣✐♦ ❞✐ ▲❛$♠♦$ ✐♦♥✐❝♦✱ ❝❤❡ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞✐$❡,,❛♠❡♥,❡
❞❛❧❧❛ $❛❞✐❝❡ ?✉❛❞$❛,❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛00❛ ❡ ❞❛❧❧❛ ,❡♠♣❡$❛,✉$❛ ❡ ✐♥✈❡$0❛♠❡♥,❡ ❞❛❧❧❛
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✼✿ ❉✐"#$✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❢$❡/✉❡♥③❛ ❞✐ ❡✈❡♥#✐ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛✳
❝❛$✐❝❛ ❝♦♠♣❧❡00✐✈❛ ❞❡❧❧♦ ✐♦♥❡✳ 4✉$5$♦♣♣♦✱ ♣❡$ ❧✬❛00❡♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ♠✐0✉$❛ ❞❡❧❧❛
5❡♠♣❡$❛5✉$❛ ✐♦♥✐❝❛ ♥❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❝♦♥0✐❞❡$❛5❡✱ $✐0✉❧5❛ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡5❡$♠✐♥❛✲
$❡ ❝♦♥ ♣$❡❝✐0✐♦♥❡ ;✉❛❧❡ 0✐❛ ✐❧ $✉♦❧♦ ❞❡❧ $❛❣❣✐♦ ❞✐ ▲❛$♠♦$✱ 5✉55❛✈✐❛ ❛♣♣❛$❡
❡✈✐❞❡♥5❡ ❝♦♠❡ ✐❧ $✐0✉❧5❛5♦ ♠♦05$❛5♦ ✐♥❞✐❝❤✐ ❝❤❡✱ ♣❡$ 05✉❞✐❛$❡ ✐ ❢❡♥♦♠❡♥✐ ❞✐
$✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡ ❝♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐ ✢✉✐❞✐✱ 0✐❛ ♥❡❝❡00❛$✐♦ 5❡♥❡$❡ ✐♥ ❝♦♥5♦ ✐❧ 5❡$♠✐♥❡ ❞✐
❍❛❧❧ j ×B ♥❡❧❧❡ ❡;✉❛③✐♦♥✐ ▼❍❉✳
✺✳✶✳✷ ❆♥❛❧✐)✐ ❞❡❧❧❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❞❡✐ ❝✉//❡♥0 )❤❡❡0)
4❛$5✐❝♦❧❛$❡ ❛55❡♥③✐♦♥❡ C 05❛5❛ ♣$❡05❛5❛ ❛❧❧♦ 05✉❞✐♦ ❞❡❧❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡❣❧✐ 05$❛5✐
❞✐ ❝♦$$❡♥5❡✳ ❈♦♠❡ 0✐ C ✈✐05♦✱ ❧❛ ❢♦$♠❛③✐♦♥✐ ❞✐ 5❛❧✐ 05$✉55✉$❡✱ ❧❡❣❛5❡ ❛❧ ♣$♦❝❡00♦
❞✐ $✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡✱ C ❛00♦❝✐❛5❛ ❛❧❧❛ $❛♣✐❞❛ ❝$❡0❝✐5❛ ❞✐ ♠♦❞✐ ❝♦♥ ♣❡$✐♦❞✐❝✐5E ♣♦✲
❧♦✐❞❛❧❡ m = 0✱ ❞❡5❡$♠✐♥❛❜✐❧✐ ❝♦♠❡ 0❡♠✐0♦♠♠❛ ❞❡✐ 0❡❣♥❛❧✐ ♠❛❣♥❡5✐❝✐ 5♦$♦✐❞❛❧✐
♠✐0✉$❛5✐ ✐♥ ♣♦0✐③✐♦♥✐ ♣♦❧♦✐❞❛❧✐ ❛♥5✐♣♦❞❛❧✐✱ ❝♦♠❡ ;✉❡❧❧❡ ❞❡✐ ❞✉❡ ❛$$❛② ❞✐ 0♦♥❞❡
❞✐ ■❙■❙✳ ▲❛ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✽ ♠♦05$❛ ✉♥ ❡0❡♠♣✐♦ ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥5❡ m = 0 ❞❡❧ ❝❛♠♣♦
♠❛❣♥❡5✐❝♦ 5♦$♦✐❞❛❧❡ ❛ ❜♦$❞♦ ♣❧❛0♠❛ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧ 5❡♠♣♦✱ ✐♥ ❝♦$$✐0♣♦♥❞❡♥③❛
❞✐ ✉♥ ❝$❛0❤ ❞❡❧ ♣❛$❛♠❡5$♦ ❞✐ $♦✈❡0❝✐❛♠❡♥5♦ F ✱ ❡ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ 5♦$♦✐❞❛❧❡ ❞❡❧❧❡ ✹✽
0♦♥❞❡ ♠❛❣♥❡5✐❝❤❡ ❞✐ ■❙■❙✳ ❙✐ ♥♦5❛ ❝❤✐❛$❛♠❡♥5❡ ❝❤❡ ❧❛ 05$✉55✉$❛ ❞✐ ❝♦$$❡♥5❡✱
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✽✿ ❈♦♥#♦✉% ♣❧♦# ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥#❡m = 0 ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡#✐❝♦ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡
❞❡❧ #❡♠♣♦ ❡ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐❝❡ #♦%♦✐❞❛❧❡✳ ❙✐ ♥♦#❛ ❧❛ ❢♦%♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥❛ ♣❡%#✉%❜❛③✐♦♥❡ ❝❤❡
6✐ 6♣♦6#❛ ✈❡%6♦ ✐♥❞✐❝✐ ❞❡❝%❡6❝❡♥#✐✳
❛**♦❝✐❛-❛ ❛❧ ♣✐❝❝♦ ❞✐ ✐♥-❡♥*✐-3 ❞❡❧ ❝❛♠♣♦✱ *✐ ❢♦$♠❛ ✐♥ ✉♥❛ ♣♦*✐③✐♦♥❡ -♦$♦✐❞❛❧❡
✭Φ = 65◦✮ ❝❤❡ *✐ ♠❛♥-✐❡♥❡ ♣❡$ ❝✐$❝❛ τf ≈ 0.4ms✳ ❉❛ <✉❡*-❛ ♣♦*✐③✐♦♥❡ ❧❛
♣❡$-✉$❜❛③✐♦♥❡ *✐ *♣♦*-❛ ✈❡$*♦ ❛♥❣♦❧✐ ❞❡❝$❡*❝❡♥-✐ ❝♦♥ ✐❧ ✢✉**♦ ❞✐ ♣❧❛*♠❛✳ ❯♥
❛❧-$♦ ✐♠♣♦$-❛♥-❡ ❛*♣❡--♦ ❞❛ ♥♦-❛$❡ A ❝❤❡ ❧❛ ♣❡$-✉$❜❛③✐♦♥❡ *❡♠❜$❛ ♠♦*-$❛$❡
✉♥ ❛*♣❡--♦ ❢$❛♠♠❡♥-❛-♦ ♠❡♥-$❡ *✐ *♣♦*-❛ ❞❛❧❧❛ $❡❣✐♦♥❡ ❞✐ ♦$✐❣✐♥❡✳
❙✉❧❧❛ ❜❛*❡ ❞✐ <✉❡*-❡ ❝♦♥*✐❞❡$❛③✐♦♥✐✱ *✐ A ❞❡❝✐*♦ ❞✐ *-✉❞✐❛$❡ ❧✬❡✈♦❧✉③✐♦♥❡ ❞✐ <✉❡✲
*-✐ ❝✉$$❡♥-✲*❤❡❡-*✱ ❛♥❛❧✐③③❛♥❞♦ ✐♥ ♠♦❞♦ *-❛-✐*-✐❝♦ ❣❧✐ ❡✈❡♥-✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛-✐ ❝♦♥
✐❧ ♠❡-♦❞♦ ❞❡❧❧❛ ❲❛✈❡❧❡-✳ ▲♦ *❝♦♣♦ A *-❛-♦ <✉❡❧❧♦ ❞✐ ❝❛♣✐$❡ ❝♦♠❡ ❧✬❡✈♦❧✉③✐♦♥❡
❞❡❣❧✐ *-$❛-✐ ❞✐ ❝♦$$❡♥-❡ ♣♦**❛ ❞✐♣❡♥❞❡$❡ ❞❛✐ ♣❛$❛♠❡-$✐ ❞❡❧ ♣❧❛*♠❛ ❡ ✈❡$✐✜❝❛$❡
<✉❛♥-✐-❛-✐✈❛♠❡♥-❡ *❡ ❡**✐ *✐❛♥♦ *♦❣❣❡--✐ ❛❧ ♣$♦❝❡**♦ ❞✐ ❢$❛♠♠❡♥-❛③✐♦♥❡✳
■❧ ♠❡-♦❞♦ ❛❞♦--❛-♦ A ✐❧ *❡❣✉❡♥-❡✿ *✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛♥♦ ❣❧✐ ❡✈❡♥-✐ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡**✐♦♥❡
❝♦$$✐*♣♦♥❞❡♥-✐ ❛✐ ❝$❛*❤ ❞❡❧ ♣❛$❛♠❡-$♦ ❞✐ $♦✈❡*❝✐❛♠❡♥-♦ F ❀ ✐♥ ❝♦$$✐*♣♦♥❞❡♥✲
③❛ *✐ ✐❞❡♥-✐✜❝❛♥♦ ❧❡ *-$✉--✉$❡ ❝❤❡ ❝❛$❛--❡$✐③③❛♥♦ ❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥-❡ m = 0 ❞❡❧
❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡-✐❝♦ ✐♥ ✐♥-❡$✈❛❧❧✐ -❡♠♣♦$❛❧✐ ❞✐ ❧❛$❣❤❡③③❛ ✜**❛ ✭1.5ms✮ ❝❡♥-$❛-✐
*✉ -❛❧✐ ❡✈❡♥-✐✱ ❞❡-❡$♠✐♥❛♥❞♦♥❡ ❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ❡ ❧❛ ♣♦*✐③✐♦♥❡ -❡♠♣♦$❛❧❡ ❡ *♣❛③✐❛❧❡
✭❋✐❣✉$❛ ✺✳✾✮ ❀ *✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛ ❧✬✐♥❞✐❝❡ $✐*♣❡--♦ ❛❧ <✉❛❧❡ *✐ ❤❛ ❧❛ ❢♦$♠❛③✐♦♥❡ ❞❡❧
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✾✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥&❡ m = 0 ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ &♦+♦✐❞❛❧❡ ❡ -&+✉&&✉+❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛&❡✳
❝✉$$❡♥-✲/❤❡❡-✱ ❝♦$$✐/♣♦♥❞❡♥-❡ ❛❧ ✈❛❧♦$❡ ♠❛//✐♠♦ ❞❡❧❧❛ ♣❡$-✉$❜❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❝❛♠✲
♣♦✳ ❚❛❧❡ ✐♥❞✐❝❡ ✈✐❡♥❡ ✉-✐❧✐③③❛-♦ ❝♦♠❡ ♥✉♦✈♦ ③❡$♦ ❞❡❧ /✐/-❡♠❛ ❞✐ $✐❢❡$✐♠❡♥-♦✳
❚❛❧❡ ♣$♦❝❡//♦ < $✐♣❡-✉-♦ /✉ -✉--✐ ❣❧✐ ❡✈❡♥-✐ ❡ /✉ -✉--❡ ❧❡ /❝❛$✐❝❤❡ ❞❡❧ ❞❛-❛❜❛✲
/❡✳ ▲✬✐♠♠❛❣✐♥❡ ❞✐ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✵ ♠♦/-$❛ ✐❧ ❝♦♥-♦✉$ ♣❧♦- ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡-✐❝♦✱
✐♥❞✐❝❛♥❞♦ ✐❧ ♥✉♦✈♦ /✐/-❡♠❛ ❞✐ ✐♥❞✐❝✐ -♦$♦✐❞❛❧✐ $✐/♣❡--♦ ❛ A✉❡❧❧♦ /-❛♥❞❛$❞ ❞✐
❘❋❳✲♠♦❞✳
D❡$ ♦❣♥✉♥♦ ❞✐ A✉❡/-✐ ♥✉♦✈✐ ✐♥❞✐❝✐ /✐ ❝❛❧❝♦❧❛ ❧❛ ❞✐/-$✐❜✉③✐♦♥❡✱ ♣❡$ -✉--✐ ❣❧✐ ❡✈❡♥✲
-✐ ❡ ♣❡$ -✉--✐ ❣❧✐ /❤♦-✱ ❞❡-❡$♠✐♥❛♥❞♦ ✐❧ ♥✉♠❡$♦ ❞✐ ❡✈❡♥-✐ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ ❧♦$♦
❛♠♣✐❡③③❛✳ ■❧ $✐/✉❧-❛-♦ ❞✐ A✉❡/-❛ ❛♥❛❧✐/✐ < ♠♦/-$❛-♦ ✐♥ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✶✿ ❧❛ ❝✉$✈❛ ✐♥
$♦//♦ < ❛//♦❝✐❛-❛ ❛❧❧✬✐♥❞✐❝❡ 0✱ ❧❡ ❛❧-$❡ ❣$❛❞❛③✐♦♥✐ ❞✐ ❝♦❧♦$❡ ❝❤❡ ✈❛♥♥♦ ❞❛❧ $♦//♦
✈❡$/♦ ✐❧ ❜❧✉ /♦♥♦ ❛//♦❝✐❛-✐ ❛ ✐♥❞✐❝✐ ✈✐❛ ✈✐❛ ❝$❡/❝❡♥-✐✳ ▲❛ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✷ ♣$❡/❡♥✲
-❛ ❧♦ /-❡//♦ $✐/✉❧-❛-♦ ♠♦/-$❛♥❞♦ ♣❡$G ✉♥ ♥✉♠❡$♦ ♠✐♥♦$❡ ❞✐ ❝✉$✈❡ ✭✉♥❛ ♦❣♥✐
A✉❛--$♦✮ ♣❡$ ❡✈✐❞❡♥③✐❛$❡ ♠❡❣❧✐♦ ❧✬❛♥❞❛♠❡♥-♦ ❝❛$❛--❡$✐/-✐❝♦✳ ❙✐ ♥♦-✐ ❝❤❡ ❛❧❧❡
❛♠♣✐❡③③❡ ♣✐K ❣$❛♥❞✐ ✭> 50mT ✮✱ ❝❤❡ ❝♦$$✐/♣♦♥❞♦♥♦ ♣❡$ ❧♦ ♣✐K ❛❧❧❡ /❝❛❧❡ -❡♠✲
♣♦$❛❧✐ ♣✐K ❣$❛♥❞✐✱ ✐❧ ♥✉♠❡$♦ ❞✐ ❡✈❡♥-✐ ❞✐♠✐♥✉✐/❝❡ ❛❧❧♦♥-❛♥❛♥❞♦/✐ ❞❛❧❧✬✐♥❞✐❝❡ 0✳
◗✉❡/-❛ -❡♥❞❡♥③❛ /✐ ✐♥✈❡$-❡ ❛❧❧❡ ❛♠♣✐❡③③❡ ♣✐K ♣✐❝❝♦❧❡ ✭< 20mT ✮✱ ❛//♦❝✐❛-❡ ❛❧❧❡
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✵✿ ❈♦♥#♦✉% ♣❧♦# ❞❡❧❧❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥#❡m = 0 ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡#✐❝♦ #♦%♦✐❞❛❧❡✳
▲❡ ❧✐♥❡❡ ♦%✐③③♦♥#❛❧✐ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐❧ ♥✉♦✈♦ 3✐3#❡♠❛ ❞✐ ✐♥❞✐❝✐ ❛❞♦##❛#♦ ♣❡% ❧✬❛♥❛❧✐3✐✳
+❝❛❧❡ /❡♠♣♦$❛❧✐ ♣✐3 ♣✐❝❝♦❧❡✳ ◗✉❡+/♦ ❝♦♠♣♦$/❛♠❡♥/♦ 6✉✐♥❞✐ ♣♦/$❡❜❜❡ +✉❣❣❡✲
$✐$❡ ❝❤❡ ❡✛❡//✐✈❛♠❡♥/❡ ❣❧✐ +/$❛/✐ ❞✐ ❝♦$$❡♥/❡ +♦♥♦ +♦❣❣❡//✐ ❛ ❢$❛♠♠❡♥/❛③✐♦♥❡✳
▲❛ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✸ ♣$❡+❡♥/❛✱ ♥❡❧❧❛ ❢♦$♠❛ ❞✐ ❝♦♥/♦✉$ ♣❧♦/✱ ✐❧ ♥✉♠❡$♦ ❞✐ ❡✈❡♥/✐ ✐♥
❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ +❝❛❧❛ ❲❛✈❡❧❡/ ❡ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ♣❡$ ✉♥ +♦❧♦ ✐♥❞✐❝❡✱ ❝♦♥❢❡$♠❛♥❞♦
❧✬❛✛❡$♠❛③✐♦♥❡ ♣$❡❝❡❞❡♥/❡ +❡❝♦♥❞♦ ❧❛ 6✉❛❧❡ ❧❡ ❛♠♣✐❡③③❡ ❣$❛♥❞✐ ❝♦$$✐+♣♦♥❞♦♥♦
♣❡$ ❧♦ ♣✐3 ❛❧❧❡ +❝❛❧❡ ❣$❛♥❞✐ ❡ ❧❡ ❛♠♣✐❡③③❡ ♣✐❝❝♦❧❡ ❛❧❧❡ +❝❛❧❡ ♣✐3 ♣✐❝❝♦❧❡✳
◗✉❡+/♦ $✐+✉❧/❛/♦✱ +❡ ❝♦♥❢❡$♠❛/♦ ❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛/♦ ❞❛ ✉❧/❡$✐♦$✐ ❛♥❛❧✐+✐✱ ♣♦/$❡❜❜❡
❡++❡$❡ ❧❛ ❝♦♥/$♦♣❛$/❡ +♣❡$✐♠❡♥/❛❧❡✱ +✉ ✉♥ ♣❧❛+♠❛ $❡❛❧❡✱ ❞❡❧❧❛ +✐♠✉❧❛③✐♦♥❡ ❞✐
❖♥♦❢$✐✱ ■+❧✐❦❡$ ❡ ❱❧❛❤♦+ ♣$❡+❡♥/❛/❛ ❛❧ ♣❛$❛❣$❛❢♦ ✸✳✸✳ ■♥ 6✉❡❧ ❧❛✈♦$♦ ❣❧✐ ❛✉/♦$✐
❤❛♥♥♦ ✈✐+/♦ ❝❤❡ ❧❛ ❢$❛♠♠❡♥/❛③✐♦♥❡ ❛✈✈✐❡♥❡ ♠♦❧/♦ ✈❡❧♦❝❡♠❡♥/❡ ❡ $✐❝❤✐❡❞❡ ❝✐$✲
❝❛ 400τa✳ ❙✐ I ❞❡/❡$♠✐♥❛/♦ 6✉❛❧✐/❛/✐✈❛♠❡♥/❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣♦ ✐♥/❡$✈❛❧❧♦ /❡♠♣♦$❛❧❡✱
❝❛❧❝♦❧❛♥❞♦ ✐❧ /❡♠♣♦ ❞✐ /$❛♥+✐/♦ ❞✐ ❆❧❢✈I♥ $❡❧❛/✐✈♦ ❛❧ ♣❧❛+♠❛ ❘❋L✱ ❝♦♥❢$♦♥✲
/❛♥❞♦❧♦ ❝♦♥ ✐❧ /❡♠♣♦ ♠❡❞✐♦ τf ≈ 4 · 10−4s ❝❤❡ ❝❛$❛//❡$✐③③❛ ❧❡ +/$✉//✉$❡ ❞✐
❝♦$$❡♥/❡ ♦++❡$✈❛/❡ +♣❡$✐♠❡♥/❛❧♠❡♥/❡✳ ■♥ ♣❛$/✐❝♦❧❛$❡✱ ♣$❡♥❞❡♥❞♦ ❝♦♠❡ $✐❢❡$✐✲
♠❡♥/♦ ✐❧ ✈❛❧♦$❡ ♠❡❞✐♦ ❝❛$❛//❡$✐+/✐❝♦ ❞❡❧❧❛ ✈❡❧♦❝✐/M ❞✐ ❆❧❢✈I♥ va ≈ 1 · 106ms−1
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✶✿ ❉✐"#$✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❣❧✐ ❡✈❡♥#✐ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛✳ ■ ❝♦❧♦$✐ ❝❤❡
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♠♦"#$❛ ❧❛ ❝♦$$✐"♣♦♥❞❡♥③❛ #$❛ ❝♦❧♦$✐ ❡ ✐♥❞✐❝✐✳
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$❛♣♣$❡"❡♥#❛#✐ "♦❧♦ ✶✷ ✐♥❞✐❝✐ ✭"✉ ✹✽✮✳
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✸✿ ❈♦♥#♦✉% ♣❧♦# ❞❡❧❧❡ ❛♠♣✐❡③③❡ ❞❡❣❧✐ ❡✈❡♥#✐ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ 1❝❛❧❛
✭❛1❝✐11❛✮ ❡ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ✭♦%❞✐♥❛#❛✮ ♣❡% ✉♥ 1♦❧♦ ✐♥❞✐❝❡✳❪
♥❡❧ ♣❧❛/♠❛ ❘❋2 ❡ ❝♦♠❡ ❞✐/6❛♥③❛ ✐❧ $❛❣❣✐♦ ♠✐♥♦$❡ a = 0.5m✱ /✐ ♦66✐❡♥❡✿
τa =
a
va
=
0.5m
1 · 106ms−1 ≈ 5 · 10
−7s ✭✺✳✶✮
♣❡$ ❝✉✐ ✉♥ ✐♥6❡$✈❛❧❧♦ 6❡♠♣♦$❛❧❡ ❞✐ 400τa < ♣❛$✐ ❛ ❝✐$❝❛ 2 · 10−4s✱ ✉♥ ✈❛❧♦$❡
❝❤❡ < ✐♥ ❛❝❝♦$❞♦✱ ❝♦♠❡ ♦$❞✐♥❡ ❞✐ ❣$❛♥❞❡③③❛✱ ❝♦♥ ✐ $✐/✉❧6❛6✐ /♣❡$✐♠❡♥6❛❧✐✳ ❈✐?
/✉❣❣❡$✐/❝❡ ❧✬✉♥✐✈❡$/❛❧✐6A ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❢♦$♥✐6♦ ❞❛ ❖♥♦❢$✐✱ ■/❧✐❦❡$ ❡ ❱❧❛❤♦/✱ ✜♥♦$❛
❛♣♣❧✐❝❛6♦ /♦❧♦ ❛❧❧❛ ✜/✐❝❛ /♦❧❛$❡✳
❊✛❡##♦ ❞❡✐ ♣❛)❛♠❡#)✐ ❞✐ ♣❧❛,♠❛✿ ❞❡♥,✐#/ ❡❧❡##)♦♥✐❝❛
▲❛ /6❡//❛ ❛♥❛❧✐/✐ < /6❛6❛ $✐♣❡6✉6❛ /✉ ❞✉❡ ❞❛6❛❜❛/❡ ❞✐ /❝❛$✐❝❤❡ ❝♦♥ ❧❡ /6❡//❡
❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ /✉❧❧❛ ❝♦$$❡♥6❡ ❞✐ ♣❧❛/♠❛ ♠❛ ❝♦♥ ❞❡♥/✐6A ❡❧❡66$♦♥✐❝❤❡ ❞✐✈❡$/❡✳ ■♥
♣❛$6✐❝♦❧❛$❡✱ ✐❧ ♣$✐♠♦ ❞❛6❛❜❛/❡ /✐ $✐❢❡$✐/❝❡ ❛ ♣❧❛/♠✐ ❝♦♥ ❞❡♥/✐6A n1 ❝♦♠♣$❡/❛
♥❡❧❧✬✐♥6❡$✈❛❧❧♦ 0.1nG = 1.8 · 1019m−3 < n1 < 0.2nG = 3 · 1019m−3✱ ♠❡♥6$❡
✐❧ /❡❝♦♥❞♦ ❞❛6❛❜❛/❡ ❛ ❞❡♥/✐6A n2 ♥❡❧❧✬✐♥6❡$✈❛❧❧♦ 0.2nG = 3 · 1019m−3 < n1 <
0.33nG = 5 · 1019m−3✱ ❞♦✈❡ ❝♦♥ nG /✐ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ❞❡♥#✐%& ❞✐ ●(❡❡♥✇❛❧❞ ❬✷❪✱
✼✽
❞❡✜♥✐%❛ ❝♦♠❡✿
nG[10
20m−3] =
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pia2
✭✺✳✷✮
❚❛❧❡ ✈❛❧♦3❡ ❞✐ ♥♦3♠❛❧✐③③❛③✐♦♥❡ 5 ❝♦♠✉♥❡♠❡♥%❡ ✉%✐❧✐③③❛%♦ ✐♥ ✜7✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ❢✉7✐♦✲
♥❡ ✐♥ :✉❛♥%♦ 5 ♥♦%♦ 7♣❡3✐♠❡♥%❛❧♠❡♥%❡ ❝❤❡ ♣❡3 ne ≈ nG ✐ ♣❧❛7♠✐ ❝♦♥✜♥❛%✐
♠❛❣♥❡%✐❝❛♠❡♥%❡ ✐♥ ❧❛❜♦3❛%♦3✐♦ 7♦♥♦ 7♦❣❣❡%%✐ ❛ ❢♦3%✐ ♣❡3%✉3❜❛③✐♦♥✐ ❝❤❡ ♣♦3✲
%❛♥♦ ❛❧❧❛ ♣❡3❞✐%❛ ❞❡❧ ♣❧❛7♠❛❬✸✾❪✳ ▲❛ ❋✐❣✉3❛ ✺✳✶✹ ♠♦7%3❛ ✐ 3✐7✉❧%❛%✐ ❞✐ %❛❧❡
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❋✐❣✉3❛ ✺✳✶✹✿ ❉✐"#$✐❜✉③✐♦♥❡ #♦#❛❧❡ ❞❡❣❧✐ ❡✈❡♥#✐ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ♣❡$ ❞✉❡
"❡# ❞✐ ❞❡♥"✐#4 ❞✐✈❡$"❛✳
❛♥❛❧✐7✐✱ ♥❡❧❧❡ :✉❛❧✐ ❧❡ ❞✉❡ ❞✐7%3✐❜✉③✐♦♥✐ 7♦♥♦ ♦%%❡♥✉%❡ ❞❛❧❧❡ 7%3✉%%✉3❡ ❞❡%❡3✲
♠✐♥❛%❡ ❞❛❧❧❡ ♣❡3%✉3❜❛③✐♦♥✐ ♠❛❣♥❡%✐❝❤❡ 3❡❧❛%✐✈❡ ❛ %✉%%❡ ❧❡ 7♦♥❞❡ ❞✐ ✉♥ ❛33❛②
%♦3♦✐❞❛❧❡✳ I♦✐❝❤J ✐ ❞❛%❛❜❛7❡ 7✐ 3✐❢❡3✐7❝♦♥♦ ❛ 7❝❛3✐❝❤❡ ❞✐✈❡37❡✱ ❧❡ ❞✐7%3✐❜✉③✐♦♥✐
7♦♥♦ ♥♦3♠❛❧✐③③❛%❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞♦ ✐❧ ♥✉♠❡3♦ ❞✐ ❝♦♥%❡❣❣✐ ♣❡3 ✐❧ ♥✉♠❡3♦ ❞✐ ❡✈❡♥%✐ ❞✐
3✐❝♦♥♥❡77✐♦♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛%✐✳ ❙✐ ♥♦%❛ ❝❤❡ ❧❡ ❝✉3✈❡ ❤❛♥♥♦ ✉♥ ❛♥❞❛♠❡♥%♦ :✉❛❧✐%❛✲
%✐✈❛♠❡♥%❡ 7✐♠✐❧❡✱ %✉%%❛✈✐❛✱ ❛ ❞❡♥7✐%L ♣✐M ❡❧❡✈❛%❡ ✐❧ ♥✉♠❡3♦ ❞✐ ❝♦♥%❡❣❣✐ 3✐7✉❧%❛
♠❛❣❣✐♦3❡✳
❉✐"#$✐❜✉③✐♦♥❡ ✈❡❧♦❝✐#.
■♥✜♥❡ 5 7%❛%❛ ❛♥❛❧✐③③❛%❛ ❧❛ ♣3♦♣❛❣❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ 7%3✉%%✉3❡ ❞✐ ❝♦33❡♥%❡✱ ♣❡3 ❞❡✲
%❡3♠✐♥❛3♥❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐%L ♠❡❞✐❛ ❡ ♣❡3 ❝❛♣✐3❡ 7❡ ❡7✐7%❡ ✉♥❛ :✉❛❧❝❤❡ ❞✐♣❡♥❞❡♥③❛
✼✾
❞❛❧❧❡ ❝❛%❛&&❡%✐(&✐❝❤❡ ❧♦❝❛❧✐ ❞❡❧ ♣%♦❝❡((♦ ❞✐ %✐❝♦♥♥❡((✐♦♥❡✱ ✐♥ ♣❛%&✐❝♦❧❛%❡ ❞❛❧✲
❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ❞❡❧❧❡ ♣❡%&✉%❜❛③✐♦♥✐✳
5♦✐❝❤6 %✐(✉❧&❛ ❞✐✣❝✐❧❡ %✐❝♦♥♦(❝❡%❡ ❡ (❡❣✉✐%❡ ♦❣♥✐ (&%✉&&✉%❛ ❞✐ ❝♦%%❡♥&❡ ❝❤❡ (✐
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✺✿ ❈♦♥#♦✉% ♣❧♦# ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡#✐❝♦ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧ #❡♠♣♦ ❡ ❞❡❧❧✬✐♥✲
❞✐❝❡ #♦%♦✐❞❛❧❡✳ 4❡% ♦❣♥✐ ✐♥❞✐❝❡ 5 ❡✈✐❞❡♥③✐❛#❛ ❧❛ 7#%✉##✉%❛ 7✉❧ 7❡❣♥❛❧❡ ❞✐ ❛♠♣✐❡③③❛
♠❛❣❣✐♦%❡✳ ▲❡ ❧✐♥❡❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛♥♦ ❧✬❡✈❡♥#♦ ❞✐ ♠❛77✐♠❛ ❛♠♣✐❡③③❛✳
❢♦$♠❛✱ . /0❛0♦ ❛❞♦00❛0♦ ✐❧ ♠❡0♦❞♦ /❡❣✉❡♥0❡✿ ♣❡$ ♦❣♥✐ ❡✈❡♥0♦ $✐❝♦♥♥❡00✐✈♦ /✐
✜//❛ ✉♥❛ ✜♥❡/0$❛ 0❡♠♣♦$❛❧❡ ✭❝♦♠❡ ❛❧ ♣❛$❛❣$❛❢♦ ✺✳✶✳✷✮ $✐/♣❡00♦ ❛❧❧❛ <✉❛❧❡ /✐
/❡❧❡③✐♦♥❛♥♦✱ ♣❡$ ♦❣♥✉♥♦ ❞❡✐ 48 /❡❣♥❛❧✐ 0♦$♦✐❞❛❧✐✱ /♦❧♦ ❧❡ /0$✉00✉$❡ ✇❛✈❡❧❡0 ❞✐
❛♠♣✐❡③③❛ ♠❛❣❣✐♦$❡✱ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥0❡♠❡♥0❡ ❞❛❧❧❛ /❝❛❧❛✳ ▲❛ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✺ ♠♦/0$❛
❧❛ ♣♦/✐③✐♦♥❡ ❛♥❣♦❧❛$❡ ❡ 0❡♠♣♦$❛❧❡ ❞✐ <✉❡/0✐ ❡✈❡♥0✐✱ ✐♥ ❝♦$$✐/♣♦♥❞❡♥③❛ ❞✐ ✉♥
♣$♦❝❡//♦ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡//✐♦♥❡✳
@❡$ ❞❡0❡$♠✐♥❛$❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐0A ♠❡❞✐❛ ❝♦♥ ❧❛ <✉❛❧❡ ❧❡ ♣❡$0✉$❜❛③✐♦♥✐ /✐ ♣$♦✲
♣❛❣❛♥♦✱ /✐ ❡✛❡00✉❛ ✉♥ ✜0 ❧✐♥❡❛$❡ /✉❧❧❡ /0$✉00✉$❡ ✇❛✈❡❧❡0✱ ❝♦♠❡ ♠♦/0$❛0♦ ✐♥
❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✻✳ ■♥ <✉❡/0❛ ✜❣✉$❛ ❣❧✐ ❡✈❡♥0✐ /♦♥♦ ♣❧♦00❛0✐ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧ 0❡♠♣♦ ❡
❞❡❧ ♥✉♦✈♦ /✐/0❡♠❛ ❞✐ ✐♥❞✐❝✐ $✐/♣❡00♦ ❛❧❧❛ <✉❛❧❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ 0 ❝♦$$✐/♣♦♥❞❡ ❛❧❧✬❡✈❡♥0♦
❞✐ ❛♠♣✐❡③③❛ ♠❛//✐♠❛✳ ❇✐/♦❣♥❛ ♥♦0❛$❡ ❝❤❡ <✉❡/0♦ ♠❡0♦❞♦ ♥♦♥ . /❡♠♣$❡ ✐♥
❣$❛❞♦ ❞✐ $✐❝♦♥♦/❝❡$❡ ✉♥ ✉♥✐❝♦ ❢$♦♥0❡ ❞❡❧❧❛ ♣❡$0✉$❜❛③✐♦♥❡✱ ♣❡$ ❝✉✐ ♣❡$ ✜00❛$❡ ✐
♣✉♥0✐ ❞❡❧ ❣$❛✜❝♦ . /0❛0♦ ♥❡❝❡//❛$✐♦ /❡❧❡③✐♦♥❛$❧✐ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥0❡✳
➮ ✐♥0❡$❡//❛♥0❡ ♥♦0❛$❡ ❝❤❡✱ ✐♥ <✉❛❧❝❤❡ ❝❛/♦✱ ❞❛❧❧❛ ♣♦/✐③✐♦♥❡ Φlock ❞♦✈❡ ❤❛ ♦$✐❣✐✲
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✻✿  ♦"✐③✐♦♥❡ "♣❛③✐❛❧❡ ❡ *❡♠♣♦,❛❧❡ ❞❡❧❧❡ "*,✉**✉,❡ ❞✐ ❛♠♣✐❡③③❛ ♠❛❣❣✐♦,❡✳
❙♦♥♦ ❡✈✐❞❡♥③✐❛*✐ ✐❧ ✜* ❧✐♥❡❛,❡ ❡ ✐ ♣✉♥*✐ "❡❧❡③✐♦♥❛*✐ "✉ ❝✉✐ 5 "*❛*♦ ❡"❡❣✉✐*♦✳
♥❡ ✐❧ ♣$♦❝❡11♦✱ ♣❛$3❛♥♦ ❞✉❡ ♣❡$3✉$❜❛③✐♦♥✐ ✐♥ ❞✐$❡③✐♦♥❡ ♦♣♣♦13❛ ❡ ❝♦♥ ✈❡❧♦❝✐38
❞✐✛❡$❡♥3✐✱ ❝♦♠❡ ♠♦13$❛3♦ ✐♥ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✼✱ ♠❛ ♣❡$ ❧✬❛♥❛❧✐1✐ 1♦♥♦ 13❛3✐ ❝♦♥1✐❞❡✲
$❛3✐ 1♦❧♦ >✉❡❧❧✐ ❝❤❡ 1✐ 1♣♦13❛♥♦ ✈❡$1♦ ❛♥❣♦❧✐ 3♦$♦✐❞❛❧✐ ❞❡❝$❡1❝❡♥3✐✳
■❧ $✐1✉❧3❛3♦ ❞❡❧❧✬❛♥❛❧✐1✐ 1✈♦❧3❛ A ♣$❡1❡♥3❛3♦ ✐♥ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✽✱ ✐♥ ❝✉✐ ❧❛ ❞✐13$✐❜✉✲
③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐38 A ♠♦13$❛3❛ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ♠❛11✐♠❛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛3❛
✭$❡❧❛3✐✈❛ ❛❧❧✬✐♥❞✐❝❡ 0✮✳ ■ ♣✉♥3✐ ✐♥❞✐❝❛♥♦ ✐❧ ✈❛❧♦$❡ ♠❡❞✐♦ ❞❡❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐38 ❝❛❧❝♦❧❛3❡
❞❛❧ ✜3 ✐♥ ✐♥3❡$✈❛❧❧✐ ❞✐ ❛♠♣✐❡③③❛ ♣❛$✐ ❛ 5.5mT ✱ ✐ 1❡❣♠❡♥3✐ ✈❡$3✐❝❛❧✐ $❛♣♣$❡1❡♥✲
3❛♥♦ ❧✬❡$$♦$❡ 1✉❧ ✜3 ❝❛❧❝♦❧❛3♦ ❝♦♠❡ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ 13❛♥❞❛$❞✳
❙✐ ♥♦3❛ ❝❤❡ ❧❛ ❞✐13$✐❜✉③✐♦♥❡ ❤❛ ✉♥ ❛♥❞❛♠❡♥3♦ ♣$❡11♦❝❤H ❝♦13❛♥3❡ >✉✐♥❞✐ ♥♦♥
❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ❞❡❣❧✐ ❡✈❡♥3✐ $✐❝♦♥♦1❝✐✉3✐✳ ◗✉❡13♦ $✐1✉❧3❛3♦ A ✐♥ ❞✐1❛❝✲
❝♦$❞♦ ❝♦♥ >✉❡❧❧♦ ♦33❡♥✉3♦ ✐♥ ✉♥✬❛♥❛❧✐1✐ ♣$❡❝❡❞❡♥3❡❬✷✺❪✱ ✐♥ ❝✉✐ ❧❛ ❞✐13$✐❜✉③✐♦♥❡
1❡♠❜$❛ ❝$❡1❝❡$❡ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥3❛$❡ ❞❡❧❧✬❛♠♣✐❡③③❛✳ ❚✉33❛✈✐❛ ❧❡ ❞✉❡ ❛♥❛❧✐1✐ 1♦♥♦
13❛3❡ ❝♦♥❞♦33❡ 1✉ ♣❧❛1♠✐ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐✛❡$❡♥3✐✿ ❧❛ ♣$❡❝❡❞❡♥3❡ 1✐ $✐❢❡$✐1❝❡ ❛
❜❛11✐ ✈❛❧♦$✐ ❞✐ ❝♦$$❡♥3❡ ✭Ipmax ≈ 600kA✮✱ >✉❡❧❧❛ ❞❡1❝$✐33❛ ✐♥ >✉❡13❛ 3❡1✐ ❛❞
❛❧3✐ ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐ ❝♦$$❡♥3❡ ✭Ipmax > 1400kA✮✳
❘✐1✉❧3❛ ❝❤✐❛$♦ ❝❤❡ ❜✐1♦❣♥❛ ❝♦♥❞✉$$❡ ✉❧3❡$✐♦$✐ ❛♥❛❧✐1✐ 1✐❛ ♣❡$ ♠✐❣❧✐♦$❛$❡ ❧❛
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✼✿ ❈♦♥#♦✉% ♣❧♦# ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡#✐❝♦ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧ #❡♠♣♦ ❡ ❞❡❧❧✬✐♥✲
❞✐❝❡ #♦%♦✐❞❛❧❡✳ 4❡% ♦❣♥✐ ✐♥❞✐❝❡ 5 ❡✈✐❞❡♥③✐❛#❛ ❧❛ 7#%✉##✉%❛ 7✉❧ 7❡❣♥❛❧❡ ❞✐ ❛♠♣✐❡③③❛
♠❛❣❣✐♦%❡✳ ➮ ❡✈✐❞❡♥#❡ ❧❛ ❢♦%♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❞✉❡ ♣❡%#✉%❜❛③✐♦♥✐ ✐♥ ❞✐%❡③✐♦♥✐ ♦♣♣♦7#❡ ❡ ❝♦♥
✈❡❧♦❝✐#: ❞✐✈❡%7❡✳
♠✐,✉$❛ ❞❡❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐34 ,✐❛ ♣❡$ ❝❛♣✐$❡ ❝♦♠❡ ❧❛ ♣$♦♣❛❣❛③✐♦♥❡ ❞✐♣❡♥❞❛ ❞❛✐ ♣❛✲
$❛♠❡3$✐ ❣❧♦❜❛❧✐ ❞❡❧ ♣❧❛,♠❛✱ ❝♦♠❡ ❧❛ ❝♦$$❡♥3❡✱ ❧❛ ❞❡♥,✐34 ♦ ✐❧ ♣❛$❛♠❡3$♦ ❞✐
$♦✈❡,❝✐❛♠❡♥3♦✳
✺✳✷ ❘✐❝♦♥♥❡))✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡-✐❝❛ ❡ ♣/♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐
♥❡✉-/♦♥✐
▲✬✉❧3✐♠❛ ♣❛$3❡ ❞❡❧ ❧❛✈♦$♦ ❞✐ 3❡,✐ ,♣❡$✐♠❡♥3❛❧❡ = ,3❛3❛ $✐✈♦❧3❛ ❛❧❧♦ ,3✉❞✐♦ ❞❡✲
❣❧✐ ❡✛❡33✐ ❝✐♥❡3✐❝✐ ❞❡✐ ❢❡♥♦♠❡♥✐ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡,,✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡3✐❝❛✳ ❇✐,♦❣♥❛ ♥♦3❛$❡
❝❤❡ ❧♦ ,❢♦$③♦ ✐♠♣✐❡❣❛3♦ ♣❡$ B✉❡,3❛ ✐♥❞❛❣✐♥❡✱ ♣❡$ $❛❣✐♦♥✐ ❞✐ 3❡♠♣♦✱ = ,3❛3♦
♠✐♥♦$❡ $✐,♣❡33♦ ❛ B✉❡❧❧♦ $❡❧❛3✐✈♦ ❛❧❧♦ ,3✉❞✐♦ ❞❡❧❧❡ ✢✉33✉❛③✐♦♥✐ ♠❛❣♥❡3✐❝❤❡✳
◆♦♥♦,3❛♥3❡ ❝✐E ,✐ = $✐3❡♥✉3♦ ✐♠♣♦$3❛♥3❡ ✐♥,❡$✐$❡ B✉❡,3❛ ❜$❡✈❡ ❛♥❛❧✐,✐ ❝♦♠❡
,✉♣♣♦$3♦ ❛❧❧❛ ✈❛❧✐❞✐34 ❞❡❧ ❧❛✈♦$♦ ,✈♦❧3♦✱ ♣❡$ ❞✐♠♦,3$❛$❡ ❝✐♦= ❝❤❡ ❧❡ ♣❡$3✉$❜❛✲
③✐♦♥✐ ♠❛❣♥❡3✐❝❤❡ ✜♥ B✉✐ ♣$❡,❡♥3❛3❡ ,♦♥♦ ❡✛❡33✐✈❛♠❡♥3❡ ❝♦❧❧❡❣❛❜✐❧✐ ❛✐ ♣$♦❝❡,,✐
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❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✽✿ ❉✐"#$✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ✈❡❧♦❝✐#/ ❞✐ ♣$♦♣❛❣❛③✐♦♥❡ ♠❡❞✐❛ ✐♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧✲
❧✬❛♠♣✐❡③③❛ ♠❛""✐♠❛ ❞❡❣❧✐ ❡✈❡♥#✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛#✐✳ ■ "❡❣♠❡♥#✐ ✈❡$#✐❝❛❧✐ $❛♣♣$❡"❡♥#❛♥♦
❧✬❡$$♦$❡ "✉❧ ✜#✳
❞✐ $✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡✳ ❙✐ 2 ✈♦❧✉5♦ 05✉❞✐❛$❡ ❧❛ $❡❧❛③✐♦♥❡ 5$❛ ✐❧ $✐0❝❛❧❞❛♠❡♥5♦ ❧♦❝❛❧❡
❞❡❧ ♣❧❛0♠❛✱ ❞♦✈✉5♦ ❛❧❧❛ $✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡✱ ❡ ❧❡ ❞✐♥❛♠✐❝❤❡ ❞❡✐ 0❡❣♥❛❧✐ ♠❛❣♥❡5✐❝✐✱
✐♥ ♣❛$5✐❝♦❧❛$❡ ❛✐ ♣✐❝❝❤✐ ❞✐ ✐♥5❡♥0✐5; ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡5✐❝♦ ❛ ❜♦$❞♦ ♣❧❛0♠❛✳
=❡$ ❢❛$ ❝✐? 2 05❛5♦ ♠✐0✉$❛5♦ ✐❧ ✢✉00♦ ❞✐ ♥❡✉5$♦♥✐ ❡ ❢♦5♦♥✐ ❞❛❧❧❡ $❡❛③✐♦♥✐ ❞✐
❢✉0✐♦♥❡ ❉✲❉✱ ❝♦♥ ❧✬❛✉0✐❧✐♦ ❞❡❧❧♦ 0♣❡55$♦♠❡5$♦ ❞❡0❝$✐55♦ ❛❧ ♣❛$❛❣$❛❢♦ ✹✳✶✳✷✳ ■
$✐0✉❧5❛5✐ 0♦♥♦ ♠♦05$❛5✐ ✐♥ ❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✾✱ ♥❡❧❧❛ H✉❛❧❡ 0♦♥♦ ♣$❡0❡♥5❛5✐✱ ✐♥ ❢✉♥✲
③✐♦♥❡ ❞❡❧ 5❡♠♣♦✱ ✐❧ ❝❛♠♣♦ 5♦$♦✐❞❛❧❡ Bφ(a)✱ ✐❧ ✢✉00♦ ❞✐ ❢♦5♦♥✐ ❡ ✐❧ ✢✉00♦ ❞✐
♥❡✉5$♦♥✐✱ ♣❡$ ✉♥❛ 0❝❛$✐❝❛ ❞✐ ♣❧❛0♠❛✳ ➮ ♣♦00✐❜✐❧❡ ❝❤❡ ❧✬✐♥❝$❡♠❡♥5♦ ❞❡❧ ✢✉00♦
♥❡✉5$♦♥✐❝♦ 0✐❛ ❧❡❣❛5♦ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥5♦ ❞❡❧❧❛ 5❡♠♣❡$❛5✉$❛ ♦ ❛❧❧❛ ❢♦$♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❝♦❞❡
0♦✈$❛5❡$♠✐❝❤❡ ♥❡❧❧❛ ❞✐05$✐❜✉③✐♦♥❡ ❡♥❡$❣❡5✐❝❛ ❞❡❣❧✐ ✐♦♥✐ ❛ ❝❛✉0❛ ❞❡❧ ♣$♦❝❡00♦
❞✐ $✐❝♦♥♥❡00✐♦♥❡✳ ❙✐ ♥♦5❛ ❝❤❡ ❧❡ H✉❛♥5✐5; ♠✐0✉$❛5❡ ❡✈✐❞❡♥③✐❛♥♦ ✉♥ ❝♦♠♣♦$5❛✲
♠❡♥5♦ ✐♥5❡$♠✐55❡♥5❡✱ ❝♦♥ $❛♣✐❞❡ ✈❛$✐❛③✐♦♥✐ H✉❛0✐ ❝✐❝❧✐❝❤❡ ❡✱ ✐♥ H✉❛❧❝❤❡ ❝❛0♦✱
❝✬2 ✉♥❛ ❢♦$5❡ ❝♦$$❡❧❛③✐♦♥❡ 5$❛ ❧❛ ♣$♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐ ♥❡✉5$♦♥✐ ❡ ❢♦5♦♥✐ ❡ ✐ ♣✐❝❝❤✐ ❞✐
✐♥5❡♥0✐5; ❞❡❧ ❝❛♠♣♦✱ ♠♦05$❛♥❞♦ ❧❛ ❝♦♥♥❡00✐♦♥❡ 5$❛ ❣❧✐ ❡✛❡55✐ ❝✐♥❡5✐❝✐ ❡ ♠❛✲
❣♥❡5✐❝✐ ❝❤❡ 2 05❛5❛ ✐♣♦5✐③③❛5❛✳ ■❧ ❢❛55♦ ❝❤❡ 5❛❧❡ ❝♦$$❡❧❛③✐♦♥❡ ♥♦♥ 0✐ ♠❛♥✐❢❡05✐
♣✐K ❢$❡H✉❡♥5❡♠❡♥5❡ 0✐ ♣♦5$❡❜❜❡ 0♣✐❡❣❛$❡ ❛♠♠❡55❡♥❞♦ ❝❤❡ 0♦❧♦ ✐♥ ♣♦❝❤✐ ❝❛0✐✱
✽✸
❋✐❣✉$❛ ✺✳✶✾✿ ❊✈♦❧✉③✐♦♥❡ )❡♠♣♦,❛❧❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡)✐❝♦ )♦,♦✐❞❛❧❡ ❛ ❜♦,❞♦ ♣❧❛✲
3♠❛ ✭♣❛♥♥❡❧❧♦ 3✉♣❡,✐♦,❡✮✱ ❝♦♥)❡❣❣✐♦ ❢♦)♦♥✐ ✭♣❛♥♥❡❧❧♦ ❝❡♥),❛❧❡✮ ❡ ❝♦♥)❡❣❣✐♦ ♥❡✉),♦♥✐
✭♣❛♥♥❡❧❧♦ ✐♥❢❡,✐♦,❡✮ ✐♥ ✉♥❛ 3❝❛,✐❝❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✳
❞✉$❛♥-❡ ✉♥❛ /❝❛$✐❝❛✱ ✐❧ ♣$♦❝❡//♦ ❞✐ $✐❝♦♥♥❡//✐♦♥❡ /✐ ❣❡♥❡$❛ ♣$♦♣$✐♦ ❞❛✈❛♥-✐ ❛❧
$✐✈❡❧❛-♦$❡ ❡ 6✉✐♥❞✐ /♦❧♦ ✐♥ 6✉❡✐ ❝❛/✐ ✐❧ ✢✉//♦ ❞✐ ❢♦-♦♥✐ ❡ ♥❡✉-$♦♥✐ $✐❝♦♥♦/❝✐✉-✐
❞❛❧ ❞✐/♣♦/✐-✐✈♦ ❛✉♠❡♥-❛✳
✽✹
❈❛♣✐$♦❧♦ ✻
❈♦♥❝❧✉+✐♦♥✐ ❡ ♣-♦+♣❡$$✐✈❡
■❧ ❧❛✈♦%♦ ❞✐ %✐❝❡%❝❛ ♣%❡+❡♥-❛-♦ ✐♥ .✉❡+-❛ -❡+✐ +✐ 0 ❝♦♥❝❡♥-%❛-♦ +✉❧❧♦ +-✉❞✐♦ ❞❡❣❧✐
❡✛❡--✐ ❞❡❧❧❛ %✐❝♦♥♥❡++✐♦♥❡ ♠❛❣♥❡-✐❝❛ +✉❧ ♣❧❛+♠❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✱ ❧❛ ♣✐9 ❣%❛♥❞❡
♠❛❝❝❤✐♥❛ ❞❡❞✐❝❛-❛ ❛❧❧♦ +-✉❞✐♦ ❞❡✐ ♣❧❛+♠✐ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉%❛③✐♦♥❡ ❘❡✈❡%+❡❞ ❋✐❡❧❞
=✐♥❝❤✳ ■❧ ♣%♦❝❡++♦ ❞✐ %✐❝♦♥♥❡++✐♦♥❡ ❞❡-❡%♠✐♥❛ ❧❛ ✈❛%✐❛③✐♦♥❡ ❞❡❧❧❛ -♦♣♦❧♦❣✐❛
❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞❡❧ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡-✐❝♦ ❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡%+✐♦♥❡ ❞✐ ❡♥❡%❣✐❛ ♠❛❣♥❡-✐❝❛ ✐♥
❡♥❡%❣✐❛ ❝✐♥❡-✐❝❛✱ ❡❞ 0 ❧✬♦❣❣❡--♦ ❞✐ ♥✉♠❡%♦+✐ +-✉❞✐ ❝❤❡ %✐❣✉❛%❞❛♥♦ +✐❛ ✐ ♣❧❛+♠✐
❞✐ ❧❛❜♦%❛-♦%✐♦ +✐❛ ✐ ♣❧❛+♠✐ ❞✐ ❛♠❜✐-♦ +♦❧❛%❡ ❡ ❛+-%♦✜+✐❝♦✳
▲♦ +-✉❞✐♦ ❞❡❣❧✐ ❡✛❡--✐ ♠❛❣♥❡-✐❝✐ ❞❡❧❧❛ %✐❝♦♥♥❡++✐♦♥❡ 0 +-❛-♦ +✈♦❧-♦ ❛❞♦--❛♥❞♦
✉♥ ♠❡-♦❞♦✱ ❜❛+❛-♦ +✉❧❧❛ -%❛+❢♦%♠❛-❛ ❲❛✈❡❧❡-✱ ❞✐ %✐❝♦♥♦+❝✐♠❡♥-♦ ❞❡❧❧❡ +-%✉-✲
-✉%❡ ✐♥-❡%♠✐--❡♥-✐ ❝❤❡ ❝❛%❛--❡%✐③③❛♥♦ ✐ +❡❣♥❛❧✐ ♠❛❣♥❡-✐❝✐ ♠✐+✉%❛-✐ ❛❧ ❜♦%❞♦
❞❡❧❧❛ ❝♦❧♦♥♥❛ ❞✐ ♣❧❛+♠❛ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞✳ ➮ +-❛-♦ ✐♥❢❛--✐ ❞✐♠♦+-%❛-♦ ❝❤❡ -❛❧✐
+-%✉--✉%❡ +♦♥♦ +♣❡++♦ ❛++♦❝✐❛-❡ ❛ ♣%♦❝❡++✐ %✐❝♦♥♥❡--✐✈✐ ❡ ❛❧❧❛ ❢♦%♠❛③✐♦♥❡ ❞✐
+-%❛-✐ ❞✐ ❝♦%%❡♥-❡ ✭❝✉""❡♥%✲'❤❡❡%'✮ ❝❤❡ +✐ ♠✉♦✈♦♥♦ ❝♦♥ ✐❧ ♣❧❛+♠❛✳
▲✬❛♥❛❧✐+✐ +✈♦❧-❛ ❤❛ ♣❡%♠❡++♦ ❞✐ ❞✐♠♦+-%❛%❡ ❝❤❡ -❛❧✐ ❝✉%%❡♥-✲+❤❡❡-+ +♦♥♦ ❛+✲
+♦❝✐❛-✐ ❛ ✉♥ ♣%♦❝❡++♦ ❞✐ ❢%❛♠♠❡♥-❛③✐♦♥❡ ❡❞ 0 +-❛-♦ ✈✐+-♦ ❝❤❡ -❛❧❡ ♣%♦❝❡++♦✱
♦++❡%✈❛-♦ +✉ +❝❛❧❡ -❡♠♣♦%❛❧✐ ♥♦%♠❛❧✐③③❛-❡ ❛❧ -❡♠♣♦ ❞✐ ❆❧❢✈0♥✱ 0 ✐♥ ❜✉♦♥ ❛❝✲
❝♦%❞♦ .✉❛❧✐-❛-✐✈♦ ❡ .✉❛♥-✐-❛-✐✈♦ ❝♦♥ ✐ ♠♦❞❡❧❧✐ -❡♦%✐❝✐ ✉-✐❧✐③③❛-✐ ♣❡% ❞❡+❝%✐✈❡%❡
✐ ♣%♦❝❡++✐ ❞✐ %✐❝♦♥♥❡++✐♦♥❡ ❡ %✐+❝❛❧❞❛♠❡♥-♦ ❞❡❧ ♣❧❛+♠❛ ♥❡❧❧❛ ❝♦%♦♥❛ +♦❧❛%❡✳
❈✐I +✉❣❣❡%✐+❝❡ ❧✬✉♥✐✈❡%+❛❧✐-J ❞❡❧ ♣%♦❝❡++♦ ❡ ❝❤❡ ❧❛ ❢%❛♠♠❡♥-❛③✐♦♥❡ ♣✉I ❡++❡%❡✱
❝♦♠❡ +✉❣❣❡%✐-♦ ❞❛ ❛❧-%✐ %❡❝❡♥-✐ +-✉❞✐✱ %❡+♣♦♥+❛❜✐❧❡ ❞❡❧ %✐+❝❛❧❞❛♠❡♥-♦ ❛♥♦♠❛❧♦
❞❡❣❧✐ ✐♦♥✐ ♥❡✐ ♣❧❛+♠✐ ❘❋=✳ ❚❛❧❡ ❞❡❞✉③✐♦♥❡ 0 ❜❛+❛-❛ ❛♥❝❤❡ +✉❧❧✬❛♥❛❧✐+✐✱ %✐+♦❧-❛
✽✺
♥❡❧ #❡♠♣♦✱ ❞❡❧❧❛ ❣❡♥❡+❛③✐♦♥❡ ❞✐ ♥❡✉#+♦♥✐ ❞❡+✐✈❛♥#✐ ❞❛❧❧❛ +❡❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❢✉1✐♦♥❡
❉✲❉✳ ❚❛❧❡ 1#✉❞✐♦ ❤❛ ♠♦1#+❛#♦ ❝♦♠❡✱ ✐♥ ❡✛❡##✐✱ ❧❛ ♣+♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐ ♥❡✉#+♦♥✐ ❞❛❧❧❛
+❡❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❢✉1✐♦♥❡✱ ❧❛ ❝✉✐ 1❡③✐♦♥❡ ❞✬✉+#♦ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧❧✬❡♥❡+❣✐❛ ❞❡❣❧✐ ✐♦♥✐✱ ❛❜❜✐❛
✉♥ ❛♥❞❛♠❡♥#♦ ♥❡❧ #❡♠♣♦ ❜❡♥ ❝♦++❡❧❛#♦ ❝♦♥ ✐ ♣+♦❝❡11✐ +✐❝♦♥♥❡##✐✈✐✳
▲✬❛♥❛❧✐1✐ ❝♦♥❞♦##❛ ❤❛ 1✉❣❣❡+✐#♦ ❝♦♠❡ ❧❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❞❡❧ ♣❧❛1♠❛✱ 1♦##♦ ❧✬❡✛❡##♦
❞❡✐ ♣+♦❝❡11✐ ❞✐ +✐❝♦♥♥❡11✐♦♥❡✱ 1✐❛ ♠♦❧#♦ ❝♦♠♣❧❡11❛ ❡ ❞✐♣❡♥❞❛ ❞❛❧ #✐♣♦ ❞✐ ✐♦♥✐
❝❤❡ ❧♦ ❝♦♠♣♦♥❣♦♥♦✳ ❙✐ ❞❡❞✉❝❡ =✉✐♥❞✐ ❝❤❡ ❧✬❛♥❛❧✐1✐ ❞❡❧❧❛ +✐❝♦♥♥❡11✐♦♥❡ ✐♥ =✉❡✲
1#♦ #✐♣♦ ❞✐ ♣❧❛1♠✐ ♠❛❣♥❡#✐③③❛#✐ +✐❝❤✐❡❞❡ ❞❡✐ ♠♦❞❡❧❧✐ ▼❍❉✱ ♣✐@ +✐❝❝❤✐ +✐1♣❡##♦
❛❧ ♠♦❞❡❧❧♦ +❡1✐1#✐✈♦ ❛ 1✐♥❣♦❧♦ ✢✉✐❞♦ #+❛❞✐③✐♦♥❛❧♠❡♥#❡ ✉1❛#♦✱ ❝❤❡ ♣+❡♥❞❛♥♦
✐♥ ❝♦♥1✐❞❡+❛③✐♦♥❡ ✐❧ #❡+♠✐♥❡ ❞✐ ❍❛❧❧ ♥❡❧❧✬❡=✉❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❖❤♠ ❣❡♥❡+❛❧✐③③❛#❛ ♦
❧❡ ❡=✉❛③✐♦♥✐ ▼❍❉ ❛ ❞✉❡ ✢✉✐❞✐✱ ❝♦♠❡ 1✉❣❣❡+✐#♦ ❛♥❝❤❡ ❞❛❧❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣+❛✜❛ ♣✐@
+❡❝❡♥#❡✳ ❚❛❧❡ ❛♣♣+♦❝❝✐♦ +✐1✉❧#❛ ♥❡❝❡11❛+✐♦ ♣❡+ ❞❡1❝+✐✈❡+❡ ✐♥ ♠♦❞♦ ❝♦++❡##♦ ❧❛
❞✐✈❡+1❛ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❞✐ ✐♦♥✐ ❡❞ ❡❧❡##+♦♥✐ ♥❡❧❧❛ ③♦♥❛ ❞✐ ♣❧❛1♠❛ ❞♦✈❡ ❛✈✈✐❡♥❡ ❧❛
+✐❝♦♥♥❡11✐♦♥❡ ❞❡❧❧❡ ❧✐♥❡❡ ❞✐ ❝❛♠♣♦ ♠❛❣♥❡#✐❝♦✳
❙✉❧❧❛ ❜❛1❡ ❞❡✐ +✐1✉❧#❛#✐ ♦##❡♥✉#✐✱ ✐❧ #❡❛♠ ❞✐ ❘❋❳✲♠♦❞ ❤❛ +❡❝❡♥#❡♠❡♥#❡ ❞❡✲
❝✐1♦ ❞✐ ✐♥1#❛❧❧❛+❡ ✉♥❛ ♥✉♦✈❛ ❞✐❛❣♥♦1#✐❝❛ ❞❡❞✐❝❛#❛ ❛❧❧♦ 1#✉❞✐♦ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡
❞✐ ❞✐1#+✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ ❡♥❡+❣✐❛ ❞❡❣❧✐ ✐♦♥✐ ♣❡+ ❝❛♣✐+❡ 1❡ ❧❛ ♣+♦❞✉③✐♦♥❡ ❞✐ ♥❡✉#+♦♥✐
1✐❛ ❛11♦❝✐❛#❛ ❛ ✉♥ +✐1❝❛❧❞❛♠❡♥#♦ ❞❡❧❧❡ ♣❛+#✐❝❡❧❧❡ ❝❤❡ ♠❛♥#❡♥❣❛ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡
❞✐ ❞✐1#+✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ #✐♣♦ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥♦ ♦ 1✐❛ ✐♥✈❡❝❡ ❞♦✈✉#❛ ❛❧❧❛ ❣❡♥❡+❛③✐♦♥❡ ❞✐
❝♦❞❡ 1♦✈+❛#❡+♠✐❝❤❡✳
✽✻
❇✐❜❧✐♦❣&❛✜❛
❬✶❪ ❉✳ ●✐❛(❞✐✱ ▲❡ ❢♦♥%✐ '✐♥♥♦✈❛❜✐❧✐✿ ❞❛ ❛❧%❡'♥❛%✐✈❛ ✈❡'❞❡ ❛ ♥❡❝❡//✐%0
❡♥❡'❣❡%✐❝❛✱ ❤,,♣✿✴✴✇✇✇✳❛♠❜✐❡♥,❡❞✐(✐,,♦✳✐,
❬✷❪ ❊✳ ▼❛(,✐♥❡9✱ ❉✐/♣❡♥/❡ ♣❡' ✐❧ ❝♦'/♦ ❞✐ ❋✐/✐❝❛ ❞❡❧❧❛ ❋✉/✐♦♥❡ ◆✉❝❧❡❛'❡ ❡
❆♣♣❧✐❝❛③✐♦♥✐ ❞❡✐ 9❧❛/♠✐✱ ❯♥✐✈❡(9✐,< ❞❡❣❧✐ 9,✉❞✐ @❛❞♦✈❛✱ ❛✳❛✳ ✷✵✶✸✴✷✵✶✹
❬✸❪ @✳ ❈❛❧❞✐(♦❧❛✱ ❘✳ @♦③③♦❧✐✱ ❊✳ ❙✐♥❞♦♥✐✱ ■❧ ❢✉♦❝♦ ❞❡❧❧❛ ❢✉/✐♦♥❡ %❡'♠♦♥✉❝❧❡❛'❡
❝♦♥%'♦❧❧❛%❛✱ ❇✐❜❧✐♦,❡❝❛ ❞❡❧❧✬❊9,✱ ❊❞✳ 9❝✐❡♥,✳ ❡ ,❡❝♥✳ ▼♦♥❞❛❞♦(✐✱ ✶✾✽✹
❬✹❪ ❈✳ ❈❤✐✉❞❡(✐✱ ▼✳ ❱❡❧❧✐✱ ❋✐/✐❝❛ ❞❡❧ 9❧❛/♠❛✱ ❋♦♥❞❛♠❡♥%✐ ❡ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥✐
❛/%'♦✜/✐❝❤❡✱ ❙♣(✐♥❣❡(✱ ✷✵✶✷
❬✺❪ ❙✳ ❙♣❛❣♥♦❧♦✱ ❍✐❣❤ ❢'❡@✉❡♥❝② ♠❛❣♥❡%✐❝ ❛❝%✐✈✐%✐❡/ ✐♥ ❛ '❡✈❡'/❡❞ ✜❡❧❞ ♣✐♥❝❤
♣❧❛/♠❛✱ ❚❡9✐ ❞✐ ❞♦,,♦(❛,♦✱ ❯♥✐✈❡(9✐,< ❞❡❣❧✐ 9,✉❞✐ @❛❞♦✈❛✱ ✷✵✶✷
❬✻❪ ❙✳ ❖(,♦❧❛♥✐✱ ❉✳ ❉✳ ❙❝❤♥❛❝❦✱ ▼❛❣♥❡%♦❤②❞'♦❞②♥❛♠✐❝/ ♦❢ 9❧❛/♠❛ ❘❡❧❛①❛✲
%✐♦♥✱ ❲♦(❧❞ ❙❝✐❡♥,✐✜❝✱ ✶✾✾✸
❬✼❪ ❈✳ ▲♦♠❜❛(❞✐✱ ■♠♣✐❛♥%✐ ♥✉❝❧❡❛'✐✱ ❈❯❙▲✱ ✷✵✵✹✱ 9❡9,❛ ❡❞✐③✐♦♥❡
❬✽❪ @✳ ▼❛(,✐♥ ❡, ❛❧✳✱ ❖✈❡'✈✐❡✇ ♦❢ %❤❡ ❘❋❳ ❢✉/✐♦♥ /❝✐❡♥❝❡ ♣'♦❣'❛♠✱ ◆✉❝❧❡❛(
❋✉9✐♦♥✱ ✺✶✱ ✵✾✹✵✷✸✱ ✷✵✶✶
❬✾❪ ❘✳ ❏✳ ●♦❧❞9,♦♥✱ @✳ ❍✳ ❘✉,❤❡(❢♦(❞✱ ■♥%'♦❞✉❝%✐♦♥ %♦ 9❧❛/♠❛ 9❤②/✐❝/✱
■♥9,✐,✉,❡ ♦❢ @❤②9✐❝9 @✉❜❧✐9❤✐♥❣✱ ❇(✐9,♦❧ ❛♥❞ @❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ ✶✾✾✺
❬✶✵❪ ❆✳ ❈(❛✈♦,,❛✱ ▼❛❣♥❡%✐❝ %♦♣♦❧♦❣② ❛'♦✉♥❞ %❤❡ q = 0 /✉'❢❛❝❡ ✐♥ ❘❋9 ❛♥❞ ✐%/
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ %'❛♥/♣♦'%✱ ❚❡9✐ ❞✐ ❞♦,,♦(❛,♦✱ ❯♥✐✈❡(9✐,< ❞❡❣❧✐ 9,✉❞✐ @❛❞♦✈❛✱
✷✵✵✺
✽✼
❬✶✶❪ ▼✳ ❩✉✐♥✱ ❙✳ ❙♣❛❣♥♦❧♦✱ ❘✳ 1❛❝❝❛❣♥❡❧❧❛✱ ❊✳ ▼❛56✐♥❡7✱ ❘✳ ❈❛✈❛③③❛♥❛✱ ●✳
❙❡5✐❛♥♥✐✱ ▼✳ ❙♣♦❧❛♦5❡✱ ◆✳ ❱✐❛♥❡❧❧♦✱ ❘❡"✐"$✐✈❡ ❣✲♠♦❞❡" ✐♥ ❛ -❡✈❡-"❡❞ ✜❡❧❞
♣✐♥❝❤✱ ◆✉❝❧✳ ❋✉7✐♦♥ ✺✵✱ ✵✺✷✵✵✶ ✭✷✵✶✵✮
❬✶✷❪ ❆✳ 1✐③③✐♠❡♥6✐✱ ▼♦❞❡❧" ❢♦- $❤❡ ✐♥✈❡"$✐❣❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ -❡"✉❧$" ♦❢ ▼❍❉ ♠♦❞❡
❛❝$✐✈❡ ❝♦♥$-♦❧ ✐♥ ❘❋❳✲♠♦❞✱ ❚❡7✐ ❞✐ ❞♦66♦5❛6♦✱ ❯♥✐✈❡57✐6I ❞❡❣❧✐ 76✉❞✐
1❛❞♦✈❛✱ ✷✵✵✾
❬✶✸❪ ❘✳ ▲♦5❡♥③✐♥✐✱ ❊✳ ▼❛56✐♥❡7✱ 1✳ 1✐♦✈❡7❛♥✱ ❉✳ ❚❡55❛♥♦✈❛✱ 1✳ ❩❛♥❝❛✱ ▼✳ ❩✉✐♥
❡6 ❛❧✳✱❙❡❧❢✲♦-❣❛♥✐③❡❞ ❤❡❧✐❝❛❧ ❡<✉✐❧✐❜-✐❛ ❛" ❛ ♥❡✇ ♣❛-❛❞✐❣♠ ❢♦- ♦❤♠✐❝❛❧❧②
❤❡❛$❡❞ ❢✉"✐♦♥ ♣❧❛"♠❛✱ ◆❛6✉5❡ 1❤②7✐❝7✱ ❱♦❧✳✺✱ ✷✵✵✾
❬✶✹❪ ❊✳ 15✐❡76✱ ❚✳ ❋♦5❜❡7✱ ▼❛❣♥❡$✐❝ ❘❡❝♦♥♥❡❝$✐♦♥✿ ▼❍❉ ❚❤❡♦-② ❛♥❞
❆♣♣❧✐❝❛$✐♦♥"✱ ❈❛♠❜5✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡57✐6② 15❡77✱ ✷✵✵✵
❬✶✺❪ ❍✳ ❑❛566✉♥❡♥✱ 1✳ ❑5T❣❡5✳ ❍✳ ❖❥❛✳ ▼✳ 1♦✉6❛♥❡♥✳ ❑✳ ❏✳ ❉♦♥♥❡5✱
❋✉♥❞❛♠❡♥$❛❧ ❆"$-♦♥♦♠②✱ ✜❢6❤ ❊❞✐6✐♦♥✱ ❙♣5✐♥❣❡5✱ ✷✵✵✼
❬✶✻❪ ▼✳ ❨❛♠❛❞❛✱ ❘✳ ❑✉❧75✉❞✱ ❍✳ ❏✐✱ ▼❛❣♥❡$✐❝ -❡❝♦♥♥❡❝$✐♦♥✱ ❘❡✈✐❡✇7 ♦❢
♠♦❞❡5♥ 1❤②7✐❝7✱ ❱♦❧✳ ✽✷✱ ✷✵✶✵
❬✶✼❪ ❊✳ ◆✳ 1❛5❦❡5✱ ❙✇❡❡$✬" ♠❡❝❤❛♥✐"♠ ❢♦- ♠❡-❣✐♥❣ ♠❛❣♥❡$✐❝ ✜❡❧❞" ✐♥
❝♦♥❞✉❝$✐♥❣ ✢✉✐❞"✱ ❏♦✉5♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②7✐❝❛❧ ❘❡7❡❛5❝❤ ✻✷✱ ✺✵✾✲✺✷✵✱ ✶✾✺✼
❬✶✽❪ 1✳ ❈❛5❣✐❧❧✱ ❈✳ 1❛5♥❡❧❧✱ 1✳ ❇5♦✇♥✐♥❣✱ ■✳ ❉❡ ▼♦♦56❡❧✱ ❆✳ ❍♦♦❞✱▼❛❣♥❡$✐❝
-❡❝♦♥♥❡❝$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ "♦❧❛- ❛$♠♦"♣❤❡-❡✿ ❢-♦♠ ♣-♦♣♦"❛❧ $♦ ♣❛-❛❞✐❣♠ ✱
❆765♦♥♦♠② ✫ ●❡♦♣❤②7✐❝7✱ ❱♦❧✳ ✺✶✱ ✷✵✶✵
❬✶✾❪ ❤66♣✿✴✴✇✇✇✳♥❛7❛✳❣♦✈✴♠✐77✐♦♥❴♣❛❣❡7✴76❡5❡♦✴♠✉❧6✐♠❡❞✐❛
❬✷✵❪ ❏✳ ❊❣❡❞❛❧✱ ❲✳ ❉❛✉❞❤6♦♥✱ ❆✳ ▲❡✱ ▲❛-❣❡✲"❝❛❧❡ ❡❧❡❝$-♦♥ ❛❝❝❡❧❡-❛$✐♦♥ ❜②
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